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Îáçîð ðåçóëüòàòîâ è îòêðûòûõ ïðîáëåì ïî
ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãèõ
ñðåä òèïà Äæåðèñà
Ä.À. Âîðîòíèêîâ
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Àííîòàöèÿ
The Jereys model (also assoiated with the names of Lethersih and Oldroyd) is
one of the ruial oneptions in the theory of visoelasti uids. The models of Jereys
type desribe behaviour of bitumens, blood, polymers and their solutions, dough, the
earth's rust, onrete, lubriants et. Study of BVPs orresponding to their statis and
dynamis meets a lot of mathematial diulties, whih turn out to be muh harder
than the ones that are related to the elebrated Navier-Stokes system. In this work, we
make an attempt to review the reent results and main unsolved problems for equations
of motion for the mediums of Jereys' type.
Ââåäåíèå
Ìîäåëü Äæåðèñà (íàçûâàåìàÿ òàêæå èìåíàìè Ëåòåðçèõà èëè Îë-
äðîéäà) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â òåîðèè âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé. Îíà è
ñâÿçàííûé ñ íåé êëàññ ìîäåëåé îïèñûâàåò ïîâåäåíèå òàêèõ ñðåä, êàê áèòó-
ìû, êðîâü, ïîëèìåðû è èõ ðàñòâîðû, òåñòî, çåìíàÿ êîðà, áåòîí, ñìàçêè è
äð. Èññëåäîâàíèå êðàåâûõ, íà÷àëüíûõ è íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, îïèñû-
âàþùèõ ñòàòèêó è äèíàìèêó ýòèõ ìîäåëåé ñîïðÿæåíî ñ áîëüùèìè ìàòåìà-
òè÷åñêèìè òðóäíîñòÿìè, ïðåâûøàþùèìè òàêîâûå äëÿ èçâåñòíîé ñèñòåìû
Íàâüå-Ñòîêñà, êîòîðàÿ òàêæå ïîðîæäàåò ðÿä íåðåøåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ïðîáëåì, íà÷èíàÿ ñ ïðîáëåìû ãëîáàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî ðåøå-
íèÿ â ñëó÷àå ðàçìåðíîñòè îáëàñòè áîëåå äâóõ.
Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà îáçîðó ñîâðåìåííûõ ðåçóëüòàòîâ è îñíîâíûì
íåðåøåííûì ïðîáëåìàì ïî óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ ñðåä òèïà Äæåðèñà.
Îòìåòèì, ÷òî èìååòñÿ ðÿä íåäàâíèõ îáçîðîâ [12, 14, 40, 41, 44, 50, 64, 66,
78℄, êàñàþùèõñÿ ýòîé òåìû, íî ïîñâÿùåííûõ áîëåå îáùèì èëè ñìåæíûì
âîïðîñàì, à ïîòîìó íå ðàñêðûâàþùèõ ýòó òåìàòèêó äîëæíûì îáðàçîì.
Îïèøåì âíà÷àëå ðàññìàòðèâàåìóþ ñèòóàöèþ.
Èòàê, ïóñòü Ω ⊆ R3 - îãðàíè÷åííûé ñîñóä ñ ãðàíèöåé Γ = ∂Ω, öåëè-
êîì çàïîëíåííûé íåêîòîðîé ñðåäîé, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì áóäåì íàçû-
âàòü æèäêîñòüþ. Æèäêîñòü áóäåì ïðåäñòàâëÿòü êàê ñîâîêóïíîñòü ìàòåðè-
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àëüíûõ ÷àñòèö, çàïîëíÿþùèõ ñîñóä Ω, ïðè÷¼ì ýòè ÷àñòèöû áóäåì ñ÷èòàòü
íàñòîëüêî ìàëûìè, ÷òî èõ ìîæíî îòîæäåñòâëÿòü ñ òî÷êàìè îáú¼ìà Ω.
Ïîä äâèæåíèåì æèäêîñòè ìû áóäåì ïîíèìàòü äâèæåíèå ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê îáú¼ìà Ω. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàòü ïóòü, êîòîðûé ïðîäåëûâàåò êàæ-
äàÿ òî÷êà îáú¼ìà Ω çà âðåìÿ t0 ≤ t ≤ T , ýòî è îçíà÷àåò îïèñàòü äâèæåíèå
æèäêîñòè çà ýòî âðåìÿ.
Ïóñòü â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàèêñèðîâàíà îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòå-
ìà êîîðäèíàò è e1, e2, e3 - âåêòîðû ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñà. Ñîñóä ñ æèä-
êîñòüþ Ω áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îáëàñòü â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå , à
ïîëîæåíèå äâèæóùåéñÿ òî÷êè îáú¼ìà Ω ( èëè, ÷òî òî æå, ÷àñòèöû æèäêî-
ñòè ) ìîæíî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ âåêòîð-óíêöèè
x(t) = x1(t)e1 + x2(t)e2 + x3(t)e3.
ßñíî, ÷òî åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0 ÷àñòèöà æèäêîñòè çàíèìàëà ïî-
ëîæåíèå x0, à å¼ äâèæåíèå îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ x(t), òî x(t0) = x0.
Êàæäîé ÷àñòèöå îáú¼ìà Ω ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ âåêòîð-óíêöèÿ x(t), îïè-
ñûâàþùàÿ å¼ äâèæåíèå. Äâèæåíèå æèäêîñòè áóäåò îïèñàíî, åñëè áóäóò
íàéäåíû âñå ýòè âåêòîð-óíêöèè x(t).
Çàèêñèðóåì ìîìåíò âðåìåíè t. Â ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ÷àñòèöà æèä-
êîñòè, äâèãàþùàÿñÿ ïî çàêîíó x(t), èìååò ñêîðîñòü
x˙(t) = x˙1(t)e1 + x˙2(t)e2 + x˙3(t)e3.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç v(t, x) - ñêîðîñòü ÷àñòèöû æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â
ìîìåíò âðåìåíè t â òî÷êå x. Òîãäà
x˙(t) = v(t, x(t)).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè èçâåñòíû ñêîðîñòü äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè â
êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t, ò.å. èçâåñòíà âåêòîð-
óíêöèÿ v(t, x), îïðåäåë¼ííàÿ äëÿ âñåõ x ⊂ Ω è t ∈ [t0, T ], òî, äëÿ òîãî
÷òîáû íàéòè âåêòîð-óíêöèþ x(t), îïèñûâàþùóþ äâèæåíèå ÷àñòèöû æèä-
êîñòè, çàíèìàþùåé â íà÷àëüíûé ìîìåíò t0, ïîëîæåíèå x0, íàäî ðåøèòü
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Êîøè äëÿ âåêòîðíîãî äèåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:
dx(t)
dt
= v(t, x(t)), t ≥ t0, x ∈ Ω,
x(t0) = x0.
2
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî, ÷òîáû îïèñàòü äâèæåíèå æèäêîñòè, äîñòàòî÷-
íî çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé æèäêîñòè â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω è â
êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [t0, T ], èëè, ÷òî òî æå, çíàòü âåêòîð-óíêöèþ
v(t, x).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîð óíêöèè v(t, x), èñõîäÿ ëèáî èç ïðèíöèïà Äà-
ëàìáåðà, ëèáî èç âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà, íåñëîæíî âûâîäèòñÿ (ñì. [9℄)
ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, íàçûâàåìîå îáùèì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ ñðåäû è
çàïèñûâàåìîå íèæå â âåêòîðíîé îðìå:
ρ
(
∂v
∂t
+
3∑
i=1
vi
∂v
∂xi
)
−DivTH = ρf. (0.1)
Çäåñü f(t, x) - ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû ñðå-
äû (íàïðèìåð, ïëîòíîñòü ïîëÿ ãðàâèòàöèîííûõ ñèë), ρ(t, x) - ïëîòíîñòü
æèäêîñòè, TH  òåíçîð íàïðÿæåíèé, à DivTH(t, x)  äèâåðãåíöèÿ òåíçîðà
TH(t, x), ò.å. âåêòîð


3∑
j=1
∂TH1j(t,x)
∂xj
3∑
j=1
∂TH2j(t,x)
∂xj
3∑
j=1
∂TH3j(t,x)
∂xj


=
3∑
j=1


∂TH1j(t,x)
∂xj
∂TH2j(t,x)
∂xj
∂TH3j(t,x)
∂xj


.
Äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè  ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ
3
èìååòñÿ íåñêîëü-
êî áîëüøå èíîðìàöèè. Âî-ïåðâûõ, äëÿ íåå
div v(t, x) =
3∑
j=1
∂vj(t, x)
∂xj
= 0. (0.2)
Âî-âòîðûõ, ñëåä òåíçîðà íàïðÿæåíèé TH ñ÷èòàåòñÿ ïîëíîñòüþ íåçàâè-
ñèìûì îò õàðàêòåðèñòèê äåîðìàöèè, è â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî ââåñòè åùå
îäíó íåèçâåñòíóþ ñêàëÿðíóþ óíêöèþ p(t, x) = −13TrTH , íàçûâàåìóþ äàâ-
ëåíèåì, è òåíçîð
σ = TH −
1
3
TrTHI, (0.3)
3
Íèæå ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì êàñàòüñÿ èìåííî òàêèõ æèäêîñòåé, åñëè íå áóäåò îãîâîðåíî îáðàòíîå.
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íàçûâàåìûé èíîãäà òåíçîðîì êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé
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. Îí õàðàêòåðèçóåò
ñèëû âíóòðåííåãî òðåíèÿ â æèäêîñòè (çäåñü I - åäèíè÷íûé òåíçîð).
Â-òðåòüèõ, áóäåì ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü ïîñòîÿííîé è ðàâíîé åäèíèöå.
Çàìåòèì, ÷òî Div(pI) = ∇p. Ïîýòîìó (0.1) ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ çàìå÷à-
íèé è (0.3) ïðèíèìàåò âèä
∂v
∂t
+
3∑
i=1
vi
∂v
∂xi
−Divσ +∇p = f. (0.4)
Ýòî óðàâíåíèå òàêæå íàçûâàþò îáùèì óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ íåñæèìà-
åìîé ñðåäû ñ ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ.
Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì è èçè÷åñêè îáóñëîâëåííûì ãðàíè÷íûì
óñëîâèåì äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ ÷àñòèö æèä-
êîñòè ê ãðàíèöå îáëàñòè (èëè, áîëåå îáùî, ÷òî ñêîðîñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè ïðèáëèæåíèè ê ãðàíèöå):
v|∂Ω = 0. (0.5)
Ñèñòåìà (0.2),(0.4) îïèñûâàåò òå÷åíèå âñåõ âèäîâ íåñæèìàåìûõ ñðåä ñ
ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ, íî ïðè ýòîì îíà ñîäåðæèò äåâèàòîð òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé, êîòîðûé ÿâíî íå âûðàæåí ÷åðåç íåèçâåñòíûå v è p ýòîé ñèñòåìû.
×òîáû âûðàçèòü äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ ÷åðåç íåèçâåñòíûå ñèñòå-
ìû (0.2),(0.4), êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äåâèàòîðîì
òåíçîðà íàïðÿæåíèé σ è òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåîðìàöèè E = (εij), ãäå
εij = εij(v) =
1
2
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
.
Îòìåòèì, ÷òî óñòàíàâëèâàÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó äåâèàòîðîì òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé è òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåîðìàöèè, òåì ñàìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ
òèï ñðåäû. Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ íàçûâàþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè èëè ðåîëîãè-
÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè. åîëîãè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ðàçðÿäó
ãèïîòåç, êîòîðûå óñòàíàâëèâàþòñÿ, êàê ïðàâèëî, íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòîâ
èëè ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé (ïî ïîâîäó ïîñëåäíåãî ìåòîäà áîëåå
ïîäðîáíî ñì. íèæå) è äîëæíû ïîäòâåðæäàòüñÿ äëÿ êîíêðåòíûõ æèäêîñòåé
â ðåçóëüòàòå îïûòíûõ èññëåäîâàíèé.
Â òå÷åíèè ïîñëåäíèõ ïîëóòîðà ñòîëåòèé îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâà-
íèé ìàòåìàòèêîâ â îáëàñòè ãèäðîäèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü íüþòîíîâñêîé
4
Õîòÿ ýòî íå ñîâñåì êîððåêòíûé òåðìèí
4
æèäêîñòè. Å¼ ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå (â "íåñæèìàåìîé"ñèòóàöèè) èìå-
åò âèä:
σ = 2νE , ν > 0,
ãäå ν - êèíåìàòè÷åñêèé êîýèöèåíò âÿçêîñòè. Åñëè ìû ïîäñòàâèì ýòî
ñîîòíîøåíèå â (0.4), òî, ó÷èòûâàÿ (0.2), ïîëó÷èì õîðîøî èçâåñòíóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà:
∂v
∂t
+
3∑
i=1
vi
∂v
∂xi
− ν∆v +∇p = f.
Îíà îïèñûâàåò òå÷åíèå ïðè óìåðåííûõ ñêîðîñòÿõ áîëüøîãî ÷èñëà âñòðå-
÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå âÿçêèõ íåñæèìàåìûõ æèäêîñòåé. Íî óæå â ñåðåäèíå
XIX âåêà ñòàëè èçâåñòíû òàêèå æèäêîñòè, êîòîðûå íå ïîä÷èíÿþòñÿ íüþ-
òîíîâñêîìó îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð,
æèäêîñòè, â êîòîðûõ ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ äâèæåíèÿ íàïðÿæåíèÿ íå îáðà-
ùàþòñÿ ìãíîâåííî â íóëü, à ñïàäàþò ïî íåêîòîðîìó çàêîíó, òî åñòü èìååò
ìåñòî ðåëàêñàöèÿ íàïðÿæåíèé; à òàêæå æèäêîñòè, â êîòîðûõ ïîñëå ñíÿòèÿ
íàïðÿæåíèé äâèæåíèå íå ïðåêðàùàåòñÿ ìãíîâåííî, à çàòóõàåò ïî íåêîòî-
ðîìó çàêîíó, òî åñòü èìååò ìåñòî çàïàçäûâàíèå äåîðìàöèé; è æèäêîñòè,
â êîòîðûõ èìåþò ìåñòî îáà ýòèõ ýåêòà. àçëè÷íûå ìîäåëè òàêèõ ñðåä,
ó÷èòûâàþùèõ ïðåäûñòîðèþ äâèæåíèÿ, áûëè ïðåäëîæåíû â XIX âåêå Äæ.
Ìàêñâåëëîì, Â.Êåëüâèíîì, Â.Ôîéãòîì, à âXX âåêå Äæåðèñîì [48℄, Ëå-
òåðçèõîì [23℄, Îëäðîéäîì [59℄, Ëàðñîíîì [79℄ è äðóãèìè.
Ïåðâûå äâà ïóíêòà äàííîé ðàáîòû ñâÿçàíû ñ ìîäåëèðîâàíèåì âÿçêî-
óïðóãèõ ñðåä, â òðåòüåì äàí îáùèé îáçîð ìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïî
ìîäåëÿì òèïà Äæåðèñà, à â ïîñëåäóþùèõ ðÿä ðåçóëüòàòîâ, óêàçàííûõ â
òðåòüåì ïóíêòå, èçëîæåí áîëåå äåòàëüíî. Â ïîñëåäíåì ïóíêòå îáñóæäàþòñÿ
êëþ÷åâûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû.
1 Ïðèíöèï îáúåêòèâíîñòè
Ýòî îäèí èç îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêè, êîòîðûé âû-
ðàæàåò òîò àêò, ÷òî ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íå çàâèñÿò îò âûáîðà íàáëþäà-
òåëÿ. Íà îñíîâå ýòîãî ïðèíöèïà ïîëó÷èëè îáîñíîâàíèå êàê ðÿä èçâåñòíûõ
ðàíåå ìîäåëåé, òàê âîçíèêëè è èõ îáîáùåíèÿ. Îïèøåì êðàòêî ýòîò ïðèíöèï
è àêòû, êîòîðûå èç íåãî âûòåêàþò.
5
Íàáëþäàòåëÿ â ðàöèîíàëüíîé ìåõàíèêå îòîæäåñòâëÿþò ñ ñèñòåìîé îò-
ñ÷åòà, ò.å. íåêèì ïðàâèëîì, ñîïîñòàâëÿþùèì êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà
ýëåìåíò x ïðîñòðàíñòâà R3, à êàæäîìó ìîìåíòó âðåìåíè ýëåìåíò t ÷èñëî-
âîé îñè. Ïðè èçìåíåíèè íàáëþäàòåëÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñîõðàíÿþòñÿ ìåòðèêè
â R3 è íà ÷èñëîâîé îñè, è ñîõðàíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå âðåìåíè. Òîãäà ñàìîå
îáùåå èçìåíåíèå êîîðäèíàò êàæäîé òî÷êè èìååò âèä
t∗ = t+ a, (1.1)
x∗ = x∗0(t) +Q(t)(x− x0), (1.2)
ãäå a - íåêîòîðîå çíà÷åíèå âðåìåíè, x0 - íåêîòîðàÿ òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå,
x∗0(t) - íåêîòîðàÿ óíêöèÿ âðåìåíè ñî çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà,Q
- óíêöèÿ âðåìåíè, çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûå òåíçîðû.
Çàìåíà íàáëþäàòåëÿ èíäóöèðóåò íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðîâ è
òåíçîðîâ. Ïðèíöèï îáúåêòèâíîñòè óòâåðæäàåò, ÷òî îðìóëû, âûðàæàþùèå
èçè÷åñêèå ñâîéñòâà òåëà è ñîäåðæàùèå âðåìÿ t, òî÷êó x è èõ ðàçëè÷íûå
óíêöèè, íå äîëæíû ìåíÿòüñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ (1.1)-(1.2).
Ïóñòü èìååòñÿ âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, ò.å. ïðåäñòàâ-
ëÿþùèì èç ñåáÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê, ñóùåñòâóþùèé íåçàâèñèìî
îò íàáëþäàòåëÿ. Ïóñòü â ïåðâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îí èìååò âèä
w = −−→x1x2. Òîãäà â íîâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà w
∗ =
−−→
x∗1x
∗
2 =−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
x∗0(t) +Q(t)(x1 − x0), x
∗
0(t) +Q(t)(x2 − x0) = Q(t)
−−→x1x2 = Q(t)w
Åñëè æå T - òåíçîð, ïåðåâîäÿùèé ãåîìåòðè÷åñêèå âåêòîðû â ãåîìåòðè-
÷åñêèå, òî èìååì â ïåðâîé ñèñòåìå îòñ÷åòà:
w1 = Tw2,
ãäå w1 è w2 - äâà ïðîáíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåêòîðà. Òàê êàê äëÿ îðòîãî-
íàëüíîãî òåíçîðà Q(t) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Q(t)TQ(t) = I, òî ïîëó÷àåì
w∗1 = Q(t)w1 = Q(t)TQ(t)
TQ(t)w2 = T
∗w∗2,
ãäå T ∗ = Q(t)TQ(t)T .
Èñõîäÿ èç âûøå íàïèñàííîãî, áóäåì íàçûâàòü âåêòîðíîçíà÷íóþ óíê-
öèþ w âðåìåíè è òî÷êè íå çàâèñÿùåé îò íàáëþäàòåëÿ, åñëè åå êîîðäèíàòû
ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû îòñ÷åòà (1.1)-(1.2) ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì:
w∗(t∗, x∗) = Q(t)w(t, x),
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à òåíçîðíîçíà÷íóþ óíêöèþ T íå çàâèñÿùåé îò íàáëþäàòåëÿ, åñëè ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî:
T ∗(t∗, x∗) = Q(t)T (t, x)Q(t)T .
Èç ìåõàíèêè èçâåñòíî, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé TH ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì.
Ñêàëÿðíàÿ óíêöèÿ A âðåìåíè è òî÷êè íàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùåé îò íà-
áëþäàòåëÿ, åñëè ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû îòñ÷åòà îíà îñòà¼òñÿ íåèçìåííîé:
A∗(t∗, x∗) = A(t, x).
Ïðèìåðîì òàêîé óíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü ρ(t, x).
Äàëåå, íàðÿäó ñ îäíèì èç âàæíåéøèõ òåíçîðîâ ãèäðîäèíàìèêè, òåíçî-
ðîì ñêîðîñòåé äåîðìàöèè E = E(v) = (εij) = (εij(v)), â ãèäðîäèíàìè-
êå èñïîëüçóåòñÿ è òåíçîð, íàçûâàåìûé òåíçîðîì çàâèõðåííîñòè W (t, x) =
(wij(v)), ãäå
wij(v) =
1
2
(
∂vi
∂xj
−
∂vj
∂xi
)
.
Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð ñêîðîñòåé äåîðìàöèè E ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷å-
ñêîé ÷àñòüþ ìàòðèöû ßêîáè
(
∂vi
∂xj
)
, à òåíçîð çàâèõðåííîñòèW êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé ÷àñòüþ ýòîé ìàòðèöû.
Äëÿ ïðîâåðêè ðåîëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé íà îáúåêòèâíîñòü èñïîëüçó-
åòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ïðåîáðàçîâàíèè ïðè èçìåíåíèè íàáëþäàòå-
ëÿ òåíçîðîâ ñêîðîñòåé äåîðìàöèè è çàâèõðåííîñòè.
Òåîðåìà Çàðåìáû-Çîðàâñêîãî. Ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû îòñ÷åòà
(1.1)-(1.2) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:
E∗(t∗, x∗) = Q(t)E(t, x)Q(t)T , (1.3)
W ∗(t∗, x∗) = Q(t)W (t, x)Q(t)T +Q′(t)Q(t)T ,
ò.å. òåíçîð ñêîðîñòåé äåîðìàöèè íå çàâèñèò îò íàáëþäàòåëÿ, à òåíçîð
çàâèõðåííîñòè îò íåãî çàâèñèò.
Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, òåíçîð íàïðÿæåíèé TH íå çàâèñèò îò íàáëþäà-
òåëÿ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî òåíçîð êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé σ òàêæå íå
çàâèñèò îò íàáëþäàòåëÿ. Â ñàìîì äåëå,
σ∗ = T ∗H −
1
3
TrT ∗HI =
= Q(t)THQ(t)
T −
1
3
Tr(Q(t)THQ(t)
T )I = Q(t)THQ(t)
T−
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−
1
3
3∑
i,j,k=1
qijTHjkqikI = Q(t)THQ(t)
T −
1
3
3∑
j,k=1
[Q(t)TQ(t)]jkTHjkI =
= Q(t)THQ(t)
T −
1
3
3∑
j,k=1
δjkTHjkI =
= Q(t)THQ(t)
T −
1
3
TrTHI = Q(t)σQ(t)
T .
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, èìååì ïðåäñòàâëåíèå
σ = Q(t)Tσ∗Q(t). (1.4)
À èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî
E = Q(t)TE∗Q(t). (1.5)
2 Áàçîâûå ìîäåëè äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãèõ æèäêî-
ñòåé
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåîëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, îïèñûâàþùèõ äâèæåíèå
âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé, ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé.
Êðàòêî îïèøåì ñóùíîñòü ýòîãî ìåòîäà.
Îñíîâíûå ñâîéñòâà äëÿ ðåîëîãèè  óïðóãîñòü, âÿçêîñòü è ïëàñòè÷íîñòü.
Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ óïðóãîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñïèðàëüíàÿ ïðóæèíà. Äëÿ íåå
èìååò ìåñòî çàêîí óêà: óäëèíåíèå ïðóæèíû ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ïðè-
ëîæåííîé ê åå êîíöàì ñèëå. Ýòó ìîäåëü áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé H. Äëÿ
ïðåäñòàâëåíèÿ âÿçêîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü â âèäå ïðîáèðêè, çàïîëíåí-
íîé âÿçêèì ìàñëîì, â êîòîðîé ñâîáîäíî ïåðåìåùàåòñÿ ïîðøåíü. Ñêîðîñòü
ïîðøíÿ (îòíîñèòåëüíî ìàñëà) ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà ïðèëîæåííîé ñèëå.
Ýòà ìîäåëü îáîçíà÷àåòñÿ N . Ìîäåëü äëÿ ïëàñòè÷íîñòè íàì íå ïîòðåáóåòñÿ.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé òåë ñî ñëîæíûìè ðåîëîãè÷åñêèìè ñâîéñòâà-
ìè ìîæíî ñîåäèíèòü ýòè ýëåìåíòû ïàðàëëåëüíî (îáîçíà÷àåòñÿ | ) èëè ïî-
ñëåäîâàòåëüíî (îáîçíà÷àåòñÿ −). Ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè íàãðóçêè,
âîñïðèíèìàåìûå êàæäûì ýëåìåíòîì, ñêëàäûâàþòñÿ, à ñêîðîñòè óäëèíåíèÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà îäèíàêîâû. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè ñêëàäû-
âàþòñÿ ñêîðîñòè óäëèíåíèÿ ýëåìåíòîâ, è êàæäûé èç íèõ ïîäâåðãàåòñÿ îäè-
íàêîâîé íàãðóçêå.
Äëÿ ðåîëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé íóæíû íå ñèëû è ñêîðîñòè, à íàïðÿ-
æåíèå è ñêîðîñòè äåîðìàöèè. Çäåñü íóæíî âñïîìíèòü, ÷òî íàøåé öåëüþ
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ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå ðåàëüíûõ âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé. ðóáî ãîâî-
ðÿ, ýòè æèäêîñòè ïðåäïîëàãàþòñÿ ñîñòîÿùèìè èç ìèêðîêîìïëåêñîâ èç ìà-
ëåíüêèõ ïðóæèíîê è ïðîáèðîê ñ ïîðøíÿìè. Ïîýòîìó ìû äîëæíû ïîíè-
ìàòü íàïðÿæåíèå è ñêîðîñòü äåîðìàöèè òàê, ÷òîáû ýòî ñîãëàñîâàëîñü ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè îïðåäåëåíèÿìè ýòèõ ïîíÿòèé äëÿ ðåàëüíîé æèäêîñòè.
Èñõîäÿ èç ýòîãî, îïðåäåëèì íàïðÿæåíèå σ (â ïðóæèíå èëè â ïðîáèðêå ñ
ïîðøíåì) êàê îòíîøåíèå ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ (êîòîðàÿ ðàâíà ïî ìîäóëþ
ïðèëîæåííîé ñèëå) ê ïëîùàäè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ (ïðóæèíû èëè ïîðø-
íÿ), à ñêîðîñòü äåîðìàöèè E êàê ïîëîâèíó îòíîøåíèÿ ñêîðîñòè (ïîðøíÿ
â ìàñëå èëè èçìåíåíèÿ äëèíû ïðóæèíû) ê õàðàêòåðíîé (ñðåäíåé) ïðîäîëü-
íîé äëèíå ïðîáèðêè ñ ïîðøíåì èëè ïðóæèíû.
Òåïåðü íåîáõîäèìî çàïèñàòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íàïðÿæåíèåì è ñêîðî-
ñòüþ äåîðìàöèè äëÿ ïðóæèíû è ïðîáèðêè ñ ïîðøíåì. Äëÿ ïðîáèðêè ñ
ïîðøíåì ýòî ñîâñåì ïðîñòî: òàê êàê ñèëà ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè, òî
íàïðÿæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ñêîðîñòè äåîðìàöèè
σN = 2ηEN . (2.1)
Îòìåòèì, ÷òî çäåñü η èìååò èçè÷åñêèé ñìûñë âÿçêîñòè.
Óñëîâèìñÿ äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ìîäåëåé îáîçíà÷àòü ïðîèçâîäíóþ ïî âðå-
ìåíè òî÷êîé. Ïðîäèåðåíöèðîâàâ ïî âðåìåíè çàêîí óêà äëÿ ïðóæèíû,
ïîëó÷èì, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò ñèëû ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
äëèíû ïðóæèíû. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ îò íàïðÿæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà
ñêîðîñòè äåîðìàöèè
σ˙H = 2µEH . (2.2)
Êîýèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè µ è η îáû÷íî ïîëîæèòåëüíû.
Íàèáîëåå ïðîñòîé êîíñòðóêöèåé ìîäåëè âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ÿâëÿ-
åòñÿ òåëî Ìàêñâåëëà (ñ ñèìâîëüíîé çàïèñüþM = H−N): ïîñëåäîâàòåëüíî
ñîåäèíåííûå ïðóæèíà è ïîðøåíü. Âûâåäåì ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ
òåëà Ìàêñâåëëà. Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíå-
íèè íàïðÿæåíèå ïîñòîÿííî
σM = σN = σH , (2.3)
à ñêîðîñòè äåîðìàöèè ñêëàäûâàþòñÿ
EM = EH + EN . (2.4)
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Èç ðàâåíñòâ (2.3) - (2.4) ñëåäóåò, ÷òî
EM =
˙σM
2µ
+
σM
2η
.
Îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ òåëà Ìàêñâåëëà
èìååò âèä
σM = e
−µη t(σM0 + 2µ
t∫
0
e
µ
η sEM(s) ds),
ãäå σM0 åñòü íàïðÿæåíèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (çäåñü è íèæå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ìîìåíò t = 0).
Îäíèì èç òèïè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé ìîäåëåé âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé
ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü Äæåðèñà J = M |N : ïàðàëëåëüíî ñîåäèíÿþòñÿ ìîäåëü
Ìàêñâåëëà, ñîñòîÿùàÿ èç ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ ïðóæèíû è ïîðø-
íÿ, è åùå îäèí ïîðøåíü, ïðè÷åì âÿçêîñòè ñðåäû â äâóõ ðàçíûõ ïðîáèðêàõ
ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ; ìû îáîçíà÷èì èõ η1 è η2. Èòàê, èìååì äëÿ ìàêñâåëëîâ-
ñêîé ñîñòàâëÿþùåé òåëà Äæåðèñà:
σM = e
− µη1
t

σM0 + 2µ
t∫
0
e
µ
η1
sEM(s) ds

 , (2.5)
à äëÿ íüþòîíîâñêîé ñîñòàâëÿþùåé
σN = 2η2EN . (2.6)
Íî ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè ïîëó÷àåì:
σJ = σM + σN , (2.7)
EJ = EM = EN . (2.8)
àâåíñòâà (2.5)-(2.8) âëåêóò
σJ = e
− µη1
t

σM0 + 2µ
t∫
0
e
µ
η1
sEJ(s) ds

+ 2η2EJ . (2.9)
Îáîçíà÷èì íàïðÿæåíèå è ñêîðîñòü äåîðìàöèè òåëà Äæåðèñà â íóëåâîé
ìîìåíò âðåìåíè ÷åðåç σJ0 è EJ0. Ïîëîæèâ â (2.9) t = 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî:
σJ0 = σM0 + 2η2EJ0. (2.10)
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Èç (2.9) è (2.10) ñëåäóåò
σJ = e
− µη1
t

σJ0 − 2η2EJ0 + 2µ
t∫
0
EJ(s)e
µ
η1
s ds

+ 2η2EJ .
Ýòî ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ òåëà Äæåðèñà ñ ÿâíî âûðàæåííûì
íàïðÿæåíèåì. Áîëåå òðàäèöèîííà äðóãàÿ îðìà ðåîëîãè÷åñêîãî ñîîòíî-
øåíèÿ, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ âûâåäåì. Ïðîäèåðåíöèðóåì ïî t âûðàæåíèå
(2.9):
σ˙J = e
− µη1
t2µe
µ
η1
tEJ(t)−
µ
η1
e−
µ
η1
t

σM0 + 2µ
t∫
0
e
µ
η1
sEJ(s)ds

+ 2η2E˙J . (2.11)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.9) ñëåäóåò:
e−
µ
η1
t

σM0 + 2µ
t∫
0
e
µ
η1
sEJ(s) ds

 = σJ − 2η2EJ . (2.12)
àâåíñòâà (2.11) è (2.12) âëåêóò
σ˙J = 2µEJ −
µ
η1
(σJ − 2η2EJ) + 2η2E˙J .
Óìíîæèì ýòî íà
η1
µ
è ïåðåíåñåì ÷ëåí σJ â ëåâóþ ÷àñòü:
σJ +
η1
µ
σ˙J = 2(η1 + η2)EJ + 2
η1η2
µ
E˙J .
Îáîçíà÷èì λ1 =
η1
µ
, λ2 =
η1η2
µ(η1+η2)
, ηJ = η1 + η2. Òîãäà ýòî ïåðåïèøåòñÿ â
âèäå
σJ + λ1σ˙J = 2ηJ(EJ + λ2E˙J). (2.13)
Ýòî è åñòü äðóãàÿ îðìà ðåîëîãè÷åñêîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òåëà Äæå-
ðèñà, êîòîðóþ ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì.
Óðàâíåíèå (2.13) ÿâëÿåòñÿ ðåîëîãè÷åñêèì òàêæå è äëÿ òåëà Ëåòåðçèõà ñ
ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñüþ (N |H) − N , ãäå îïÿòü æå âÿçêîñòè äâóõ ïîðøíåé
N ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ.
Äàëåå, ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ íàìè ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ æèäêîñòåé,
êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ðåàëüíîì òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, òðåáóåò îñìûñ-
ëåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé â ñèòóàöèè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îòìå-
òèì, ÷òî âñå îáñóæäàåìûå íèæå óðàâíåíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè è òîò àêò, ÷òî ìû äî ýòîãî ìî-
ìåíòà è íèæå ãîâîðèì î òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îáúÿñíÿåòñÿ ëèøü òåì,
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÷òî èìåííî ýòà ñèòóàöèÿ èìååò èçè÷åñêèé ñìûñë (õîòÿ ïðè èññëåäîâàíèè
ïëîñêîïàðàëëåëüíûõ òå÷åíèé èëè òå÷åíèé â óçêîé îáëàñòè ÷àñòî áûâàåò
ïîëåçíî ïðèáåãàòü ê äâóìåðíûì ìîäåëÿì).
Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, êàê ïîíèìàòü ñîñòàâëÿþùèå ïîëó÷åííûõ íàìè
ðåîëîãè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, íàïðèìåð (2.13), â òðåõìåðíîì ñëó÷àå. Îòâåò
òàêîâ: âðåìåíà ðåëàêñàöèè λ1 è çàïàçäûâàíèÿ λ2
1
, à òàêæå âÿçêîñòü òåëà
Äæåðèñà η îñòàþòñÿ ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè, è èõ ìîæíî äàæå èç-
ìåðèòü äëÿ êîíêðåòíûõ ìàòåðèàëîâ; íàïðÿæåíèå è ñêîðîñòü äåîðìàöèè
åñòåñòâåííî ïîíèìàòü êàê òåíçîð êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è òåíçîð ñêîðî-
ñòåé äåîðìàöèè. Îñòàåòñÿ ëèøü âîïðîñ î òîì, êàê ïîíèìàòü ïðîèçâîäíóþ
ïî âðåìåíè, îáîçíà÷àâøóþñÿ òî÷êîé. Îäíîçíà÷íîãî îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ
íåò, âîçìîæíû âàðèàíòû , è îò âûáîðà òàêîãî âàðèàíòà çàâèñèò ïîëó÷àåìàÿ
ìîäåëü.
Íàèáîëåå ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿ, ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, âîçíèêàåò,
åñëè ïîä ïðîèçâîäíîé îáîçíà÷àâøåéñÿ òî÷êîé â (2.13), ïîíèìàòü ÷àñòíóþ
ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè. Ïîëó÷àþùååñÿ â ýòîì ñëó÷àå ðåîëîãè÷åñêîå óðàâ-
íåíèå
σ + λ1
∂σ
∂t
= 2η
(
E + λ2
∂E
∂t
)
(2.14)
(çäåñü è íèæå ìû îïóñêàåì èíäåêñ J â ðåîëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè) ñâÿ-
çûâàåò òåíçîðû êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé è ñêîðîñòåé äåîðìàöèè è èõ
èçìåíåíèÿ â êàæäîé êîíêðåòíîé ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.Ýòî
ñóùåñòâåííî îãðàíè÷èâàåò êëàññ ñðåä, îïèñûâàåìûõ äàííîé ìîäåëüþ (ñì
[21℄.)
Áîëåå åñòåñòâåííûì ñ èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîä,
êîãäà ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò ýòè òåíçîðû ñî ñêîðîñòÿìè èõ
èçìåíåíèÿ äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé ÷àñòèöû. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè íåîáõî-
äèìî çàìåíèòü ïðîèçâîäíóþ, îáîçíà÷àâøóþñÿ â (2.13) òî÷êîé, íà ïîëíóþ
èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, ñóáñòàíöèîíàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ
d
dt
≡ ∂
∂t
+ v · grad,
ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ðåîëîãè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ïðèíèìàåò âèä
σ + λ1
dσ
dt
= 2η
(
E + λ2
d
dt
E
)
. (2.15)
Âûðàæàÿ σ ÷èñòî îðìàëüíî èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ åãî
âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (0.4), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî
1
Èç âûøåïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî λ1 > λ2; ýòî â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ïî
óìîë÷àíèþ.
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âèäà:
∂v
∂t
+
n∑
i=1
vi
∂
∂xi
− η
λ2
λ1
△v − 2η
λ1 − λ2
λ21
t∫
0
e
s−t
λ1 Div[E(v)(s, Z(v)(s; t, x))]ds+
+ gradp = f + e−
t
λ1Div[σ0(Z(v)(0; t, x))− 2η
λ2
λ1
E0(Z(v)(0; t, x))], (2.16)
divv = 0.
Óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ñîäåðæàò íå òîëüêî íåèçâåñòíûå ñêîðîñòè äâè-
æåíèÿ v è äàâëåíèÿ p, íî è èçâåñòíûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû
z(τ) = Z(v)(τ ; t, x), îïðåäåëÿåìûå ïîëåì ñêîðîñòåé.
Èññëåäîâàíèå êàê ñëàáûõ, òàê è ñèëüíûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-
äà÷è äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (2.16) íàòàëêèâàåòñÿ íà òó òðóäíîñòü, ÷òî
ïîëå ñêîðîñòåé, îïðåäåëÿåìîå ðåøåíèåì çàäà÷è, íå ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö èëè æå òðàåêòîðèè íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì
åäèíñòâåííîñòè è ðåãóëÿðíîñòè, íåîáõîäèìûì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè.
Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âûðàæåíèå (2.13) íå èçìåíÿåò îðìó ïðè çà-
ìåíå ïåðåìåííûõ (1.1) è (1.2) ëèøü òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîä òî÷êîé â ðåî-
ëîãè÷åñêîì ñîîòíîøåíèè (2.13) ìû áóäåì ïîíèìàòü òàê íàçûâàåìóþ îáú-
åêòèâíóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïðèâåäåì åå îïðåäåëåíèå. Ïóñòü T (t, x)  ïðîèç-
âîëüíàÿ òåíçîðíîçíà÷íàÿ óíêöèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò íàáëþäàòåëÿ.
Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð âèäà
DT (t, x)
Dt
=
dT (t, x)
dt
+G(∇v(t, x), T (t, x)),
ãäå G -íåêîòîðàÿ ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ óíêöèÿ äâóõ ìàòðè÷íûõ àðãóìåíòîâ,
íàçûâàåòñÿ îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé, åñëè ïðè ëþáîì èçìåíåíèè ñèñòåìû
îòñ÷åòà (1.1)-(1.2) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
D∗T ∗
Dt∗
= Q(t)
DT
Dt
Q(t)T (2.17)
äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ óíêöèé T .
Çàìå÷àíèå. Ñèìâîë
D∗
Dt∗ îáîçíà÷àåò ïðåäñòàâëåíèå îïåðàòîðà
D
Dt â íî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ò.å. âûðàæåíèå âèäà
d∗T ∗
dt∗
+G((∇v)∗, T ∗) =
∂T ∗
∂t∗
+
3∑
i=1
v∗i
∂T ∗
∂x∗i
+G((∇v)∗, T ∗).
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Âûáîð óíêöèè G îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâå ðàçëè÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ
è îïûòíûõ ñîîáðàæåíèé.
Èìåÿ íåêîòîðóþ îáúåêòèâíóþ ïðîèçâîäíóþ
D
Dt , ìîæíî îò (2.13) ïåðåéòè
ê îïðåäåëÿþùåìó ñîîòíîøåíèþ
σ + λ1
Dσ
Dt
= 2η(E + λ2
DE
Dt
). (2.18)
Òàêîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå óæå óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó îáúåê-
òèâíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ â (2.18) ïðåäñòàâëåíèÿ (1.4) è (1.5) è
ïîëüçóÿñü ñâîéñòâîì (2.17) îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé, ïîëó÷àåì:
Q(t)Tσ∗Q(t) + λ1Q(t)
TD
∗σ∗
Dt∗
Q(t) =
2η(Q(t)TE∗Q(t) + λ2Q(t)
TD
∗E∗
Dt∗
Q(t)),
÷òî âëå÷åò
σ∗ + λ1
D∗σ∗
Dt∗
= 2η
(
E∗ + λ2
D∗E∗
Dt∗
)
.
Ñàìûé ïðîñòîé ïðèìåð îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé òåíçîðà ýòî ïðîèçâîä-
íàÿ ßóìàííà:
D0T (t, x)
Dt
=
dT (t, x)
dt
+ T (t, x)W (t, x)−W (t, x)T (t, x).
Îíà òàêæå íàçûâàåòñÿ êîðîòàöèîííîé.
Ìîæíî ïîêàçàòü [79℄, ÷òî âñÿêàÿ îáúåêòèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå
DT (t, x)
Dt
=
D0T (t, x)
Dt
+G1(E(t, x), T (t, x)),
ãäå G1 - ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ óíêöèÿ äâóõ ìàòðè÷íûõ àðãóìåíòîâ. Ñìûñë
ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáàÿ îáúåêòèâíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ åñòü ñóììà ïðîèçâîäíîé ßóìàííà è âûðàæåíèÿ, íå çàâèñÿùåãî îò
òåíçîðà çàâèõðåííîñòè W .
Ïðîñòåéøåå îáîáùåíèå ïðîèçâîäíîé ßóìàííà - ïðîèçâîäíàÿ Îëäðîéäà,
çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà a ∈ [−1, 1]:
DaT
Dt
=
D0T
Dt
− a(ET + TE). (2.19)
Ïðè a = 0 ýòî ïðîèçâîäíàÿ ßóìàííà. Ïðè a = 1 ïðîèçâîäíàÿ (2.19)
íàçûâàåòñÿ âåðõíåé êîíâåêöèîííîé, à ïðè a = −1 íèæíåé êîíâåêöèîííîé.
Î áîëåå ñëîæíûõ ìîäåëÿõ òèïà Äæåðèñà ðå÷ü ïîéäåò íèæå.
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3 Îáùèé îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïî ìîäåëÿì òèïà Äæå-
ðèñà
Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì èçó÷àëñÿ ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, ò.å. êðàåâàÿ çàäà-
÷à "ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé"(0.2),(0.4),(0.5),(2.14), ïðè÷åì ïîñëåäíåå ñîîò-
íîøåíèå èñïîëüçîâàëîñü íåÿâíî: σ âûðàæàëîñü ÷åðåç v è ïîäñòàâëÿëîñü
â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (0.4), ïðè ýòîì èíîãäà âûáðàñûâàëèñü íåêîòîðûå
(ïî áîëüøîìó ñ÷åòó, íåñóùåñòâåííûå) ñëàãàåìûå. Â ýòîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ
ñõîäíà ñî ñëó÷àåì Íàâüå-Ñòîêñà (ò.å. ìíîãèå ðåçóëüòàòû, èçâåñòíûå äëÿ
Íàâüå-Ñòîêñà, òàêæå èìåþò ìåñòî), íàïðèìåð, â äâóìåðíîì ñëó÷àå èìååò-
ñÿ åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïðè âñåõ íà-
÷àëüíûõ ñêîðîñòÿõ, è äëÿ íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð, à
â òðåõìåðíîì åñòü (òàêæå ãëîáàëüíîå ïî âðåìåíè) ñëàáîå ðåøåíèå, èëè ëî-
êàëüíîå ïî âðåìåíè ñèëüíîå ðåøåíèå. Èç íàèáîëåå âàæíûõ çäåñü îòìåòèì
ðàáîòû [1, 19, 20, 22, 58, 2, 27, 36℄ (ïîñëåäíèå òðè ïîñâÿùåíû áîëåå îáùåìó
ñëó÷àþ íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè, êîãäà ðÿä êîýèöèåíòîâ çàâèñèò îò
õàðàêòåðèñòèê ñêîðîñòè, íàïð. òåíçîðà ñêîðîñòåé äåîðìàöèè).
Ïîä ñèëüíûì è ñëàáûì ðåøåíèåì â ðàçíûõ ðàáîòàõ (ìû èìååì â âèäó
âñå ðàáîòû, îïèñûâàåìûå â ýòîì ïóíêòå, íå òîëüêî ñëó÷àé ñ ÷àñòíîé ïðî-
èçâîäíîé) ïîíèìàþò íåñêîëüêî ðàçíîå, íî äëÿ ñèëüíîãî âàæíî íàëè÷èå,
ïî êðàéíåé ìåðå â ñîáîëåâñêîì ñìûñëå, âñåõ ïðîèçâîäíûõ, âñòðå÷àþùèõ-
ñÿ â óðàâíåíèÿõ. Ñèëüíîå ðåøåíèå, êàê ïðàâèëî, åäèíñòâåííî, õîòÿ ýòî íå
âñåãäà ñòðîãî äîêàçàíî. Ó ñëàáîãî ðåøåíèÿ ñêîðîñòü èìååò ëèøü ïåðâóþ ñî-
áîëåâñêóþ ïðîèçâîäíóþ ïî x, ñóììèðóåìóþ ñ êâàäðàòîì. Åäèíñòâåííîñòü
ñëàáîãî ðåøåíèÿ â áîëüøèíñòâå ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîì ïóíêòå ñëó÷àåâ
îñòàåòñÿ îòêðûòîé ïðîáëåìîé.
Äëÿ êðàåâîé çàäà÷è "ñ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé"(0.2),(0.4),(0.5),(2.15) îñî-
áåííî èíòåðåñíà çàäà÷à î ñëàáîì ãëîáàëüíîì ðåøåíèè ïðè çàäàííûõ íà-
÷àëüíûõ ñêîðîñòÿõ è íàïðÿæåíèÿõ, òîãäà êàê ñïåöèè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ
î ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ ïðàêòè÷åñêè íåò
1
(ò.å. ñèëüíîå ðåøåíèå åñòü òîãäà,
êîãäà îíî åñòü äëÿ çàäà÷ "ñ îáúåêòèâíîé"ïðîèçâîäíîé, ñì. íèæå, è ìîæåò
áûòü, î÷åâèäíûì îáðàçîì, ïîëó÷åíî òåì æå ìåòîäîì). Ñëàáàÿ ãëîáàëüíàÿ
ïî âðåìåíè ðàçðåøèìîñòü óñòàíîâëåíà íåçàâèñèìî â [25℄ è [71℄. Åäèíñòâåí-
íîñòü (ïðè èêñèðîâàííûõ ïëîòíîñòè âíåøíèõ ñèë, íà÷àëüíîé ñêîðîñòè
1
Èñêëþ÷åíèå  Òåîðåìà 5.3 (ñì. íèæå).
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è òåíçîðå íàïðÿæåíèé) ñëàáîãî ðåøåíèÿ íå äîêàçàíà, íî èìååòñÿ [79℄ â
êëàññå ñëàáûõ ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñïåöèàëüíîìó ýíåðãåòè÷åñêîìó
íåðàâåíñòâó (êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿþò âñå ñèëüíûå ðåøåíèÿ, à òàêæå ñëà-
áûå ðåøåíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ìåòîäó [71℄, à âîçìîæíî (íå äîêàçàíî), ÷òî
è âñå ñëàáûå ðåøåíèÿ) ïðè óñëîâèè, åñëè åñòü ðåøåíèå èç áîëåå óçêîãî
êëàññà. Cóùåñòâóåò òàêæå ñëàáîå ñòàöèîíàðíîå (íå çàâèñÿùåå îò âðåìå-
íè) ðåøåíèå äàííîé êðàåâîé çàäà÷è [4℄ (åñëè âíåøíÿÿ ñèëà àâòîíîìíà).
Îíî ïðèíàäëåæèò ãëîáàëüíîìó àòòðàêòîðó ýòîé çàäà÷è, êîòîðûé áûë ïî-
ñòðîåí â [73℄, èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííóþ òåîðèþ ìèíèìàëüíûõ
òðàåêòîðíûõ àòòðàêòîðîâ (êëàññè÷åñêèé ïîäõîä íå ïðîõîäèò èç-çà îòñóò-
ñòâèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ è "èíâàðèàíòíûõ"äèññèïàòèâíûõ îöåíîê).
åçóëüòàòû îá àòòðàêòîðàõ îáîáùàþòñÿ íà íåàâòîíîìíûé ñëó÷àé [74, 79℄.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ìû âèäåëè, îðìàëüíî âûðàæàÿ σ èç ñîîòíî-
øåíèÿ (2.15), ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå (2.16), â êîòîðîé íåîáõîäèìî çíàòü
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû, îïðåäåëÿåìûå ïîëåì ñêîðîñòåé v(t, x).
Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ ïîëåì ñêîðîñòåé v êàê
ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
z(τ ; t, x) = x+
τ∫
t
v(s, z(s; t, x))ds. (3.1)
Åñëè v áåðåòñÿ èç êëàññà ñëàáûõ ðåøåíèé, îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé
ñèñòåìû íå èìååò ìåñòà, ÷òî âåäåò ê îïðåäåëåííûì íåäîðàçóìåíèÿì. Â
ñâÿçè ñ ýòèì â [13℄ áûë ïðåäëîæåí âàðèàíò íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ñèñòåìû (0.2),(0.4),(0.5),(2.15) ñî ñãëàæåííûì ïîëåì ñêîðîñòåé è äîêàçàíà
ñëàáàÿ ðàçðåøèìîñòü ýòîé çàäà÷è. Ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðè-
çàöèè ê íóëþ åå ðåøåíèÿ â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ñòðåìÿòñÿ ê ðåøåíèÿì
íåðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è (ñì. [7℄). åçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè ñëàáîãî
ðåøåíèÿ îáîáùàåòñÿ íà äâèæåíèå â îáëàñòÿõ, ìåíÿþùèõñÿ â çàâèñèìîñòè
îò âðåìåíè [76℄. Ñèëüíîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò ëîêàëüíî ïî âðåìåíè [11℄;
ïðîäëèòü ðåøåíèå ãëîáàëüíî ìîæíî â ñëó÷àå äâóìåðíîé îáëàñòè [11℄ èëè
ïðè ìàëûõ âíåøíèõ ñèëàõ è íà÷àëüíûõ äàííûõ [37℄.
Ïåðåéäåì òåïåðü ê (íåðåãóëÿðèçîâàííûì) ìîäåëÿì ñ "îáúåêòèâ-
íîé"ïðîèçâîäíîé, ò.å. ê êðàåâîé çàäà÷å (0.2),(0.4),(0.5),(2.18). Çäåñü îñîá-
íÿêîì ñòîèò "êîðîòàöèîííûé"("ÿóìàííîâñêèé") ñëó÷àé
D = D0. (3.2)
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Äåëî â òîì, ÷òî â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû W äëÿ âñÿêîé ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ìàòðèöû A òîé æå ðàçìåðíîñòè2 n × n èìååò ìåñòî òîæ-
äåñòâî
n∑
i,j,k=1
AijWjkAik = 0, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ñîõðàíèòü âñå îñ-
íîâíûå ýíåðãåòè÷åñêèå îöåíêè, èìåþùèåñÿ äëÿ ñëàáûõ ðåøåíèé çàäà÷è
(0.2),(0.4),(0.5),(2.15) (ñð. ñ [78, 53℄). Òåì íå ìåíåå, áîëüøóþ ñëîæíîñòü
ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåëèíåéíûõ ÷ëåíàõ, ñîäåðæàùèõ W ,
÷òî íå ïîçâîëÿåò ïðÿìîãî ïåðåíîñà ðåçóëüòàòîâ, èìåþùèõñÿ äëÿ çàäà÷è
(0.2),(0.4),(0.5),(2.15), íà êîðîòàöèîííóþ ìîäåëü. Åñëè æå â êà÷åñòâå D
âçÿòü ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ðåãóëÿðèçîâàííóþ ÿóìàííîâñêóþ ïðîèçâîä-
íóþ (òàê, ÷òîáû çàêîí (2.18) îñòàëñÿ îáúåêòèâíûì óæå ñ ýòîé ðåãóëÿðèçî-
âàííîé ïðîèçâîäíîé), òî ïðàêòè÷åñêè âñå îïèñàííûå âûøå (è íèæå â ï.4)
ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è (0.2),(0.4),(0.5),(2.15) ñîõðàíÿþòñÿ [78℄.
Ï.Ë. Ëèîíñîì è Í. Ìàñìóäè â ñòàòüå [53℄ ñîðìóëèðîâàí ðåçóëüòàò î
ãëîáàëüíîé ïî âðåìåíè ñëàáîé ðàçðåøèìîñòè ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ ñêî-
ðîñòÿõ è íàïðÿæåíèÿõ äëÿ çàäà÷è (0.2),(0.4),(0.5),(2.18),(3.2). Îäíàêî äî-
êàçàòåëüñòâî, ïðåäñòàâëåííîå èìè, èìååò êðàéíå ñæàòûé, à ìåñòàìè ýâðè-
ñòè÷åñêèé õàðàêòåð, è âîññòàíîâèòü ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ÷àñòíîñòè, âûçûâàåò ñîìíåíèå ñëåäóþ-
ùàÿ àðãóìåíòàöèÿ Ëèîíñà è Ìàñìóäè. Íà ñòð. 141 [53℄ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
âîçìîæíîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåíüþòîíîâñêèõ
ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé τn ââîäèòñÿ óíêöèÿ η òàêàÿ, ÷òî
‖τn‖2 → ‖τ‖2 + η ñëàáî â L1(0, T ;L1(Ω)), ãäå ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó
íîðìó ìàòðèöû. Çàòåì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî η ≡ 0, ÷òî âëå÷åò ‖τn‖2 → ‖τ‖2
ñëàáî â L1(0, T ;L1(Ω)). Îäíàêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òîãî, ÷òî η ≡ 0, ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ è íå ïîÿñíÿåòñÿ, ÷òî η|t=0 = 0. Íî ýòî íå ÿâëÿåòñÿ
3
ñëåäñòâèåì
èìåþùåéñÿ ñõîäèìîñòè τn0 → τ0 â L2(Ω). Îñòàåòñÿ íåÿñíûì, âåðíî ëè áàçî-
âîå òîæäåñòâî η|t=0 = 0.
Äëÿ çàäà÷è ñ ïðîèçâîäíîé ßóìàííà èçâåñòíî (íåçàâèñèìî îò ðåçóëüòà-
òà [53℄), ÷òî ìíîæåñòâî òåõ ïðàâûõ ÷àñòåé (ò.å. âíåøíèõ ñèë) íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ãëîáàëüíîå ðåøåíèå,
ïëîòíî â íåêîòîðîé òîïîëîãèè [17℄, à òàêæå ïîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâî-
âàíèÿ îïòèìàëüíîãî ñèëüíîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ïðàâûìè ÷àñòÿìè [18℄.
2
Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé n = 3.
3
Íàïðèìåð, åñëè τn0 ≡ τ0 6= 0 è τ
n = τ0sign cosnt, òî τ
n → τ ≡ 0 ñëàáî â L1(0, T ;L1(Ω)), è ‖τ
n‖ ≡
‖τ0‖, ò.å. η = ‖τ0‖
2 6= 0.
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Â ñëó÷àå áîëåå ñëîæíûõ, ÷åì êîðîòàöèîííàÿ, ïðîèçâîäíûõ â çàäà÷å
(0.2),(0.4),(0.5),(2.18), èñïîëüçîâàíèå ïîíÿòèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ ïîêà íå ïðè-
íåñëî ñóùåñòâåííîãî ýåêòà, òàê ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå îáñóæäàåìûå íèæå
óòâåðæäåíèÿ êàñàþòñÿ ñèëüíûõ ðåøåíèé. Âàæíî, ÷òî ïðèíöèïèàëüíî îñî-
áûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ äâóìåðíûõ îáëàñòåé ìàëî, òàê ÷òî ïðèâåäåííûå íèæå
âåðíû, êàê ïðàâèëî, äëÿ n = 2, 3.
Äëÿ ñèñòåìû ñ ïðîèçâîäíîé Îëäðîéäà äîêàçàíî [43℄ ëîêàëüíîå ïî âðå-
ìåíè ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (ðåçóëü-
òàò îáîáùåí â [67℄ íà íåîãðàíè÷åííûå îáëàñòè, à â [69℄ íà ñëó÷àé áîëåå
îáùèõ, ÷åì (0.5), ãðàíè÷íûõ óñëîâèé). ëîáàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå èìååò-
ñÿ ïðè ìàëûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è âíåøíèõ ñèëàõ. Âïåðâûå ýòî ïîêàçàíî
â [43℄ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè, ÷òî âðåìåíà
ðåëàêñàöèè λ1 è çàïàçäûâàíèÿ λ2 áëèçêè; â ñëó÷àå Ω = R
n
ýòî óñëîâèå
ëèøíåå [79, 33℄, à çàòåì îêàçàëîñü [55℄, ÷òî îò íåãî ìîæíî èçáàâèòüñÿ è äëÿ
îãðàíè÷åííîé îáëàñòè; ïîäîáíûé ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé äðóãèì ìåòîäîì
è àäàïòèðîâàííûé äëÿ ÷èñëåííûõ ñõåì, èìååòñÿ â [31℄ ïðè ïðåíåáðåæå-
íèè êâàäðàòè÷íûìè èíåðöèîííûìè (êîíâåêòèâíûìè) ÷ëåíàìè â (2.18) è
(0.4). Â [51℄ ñõîæèå ëîêàëüíûå è ãëîáàëüíûå (ïðè ìàëûõ äàííûõ) òåîðå-
ìû ïîëó÷åíû äëÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè, à çàòåì, ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïå-
ðåõîäà ïî ïàðàìåòðó, îòâå÷àþùåìó çà ñæèìàåìîñòü, è äëÿ íåñæèìàåìîé.
Óêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ (êðîìå [31℄) îòíîñÿòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ðåøåíèé
â ãèëüáåðòîâûõ ñîáîëåâñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ òèïà W r2 ïî x. Àíàëîãè÷íûå
(èíîãäà ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè) ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ áà-
íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ òèïà W rp [38, 39℄. Â [33℄ èçó÷àëñÿ ñëó÷àé Ω = R
n
(èëè òîð, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ãðàíè÷íîå óñëîâèå (0.5) îïóñêàåòñÿ) è òàêæå
ïîëó÷åíû òåîðåìû ïîäîáíîãî ñîäåðæàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Áåñîâà, îñîáîå
âíèìàíèå óäåëåíî êëàññàì åäèíñòâåííîñòè. Ïðè ìàëîé ïåðèîäè÷åñêîé ïî
âðåìåíè ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷à èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå [55℄. Ïðè ìà-
ëîé æå íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ïðàâîé ÷àñòè çàäà÷à èìååò ñòàöèîíàðíîå
ðåøåíèå [62, 68℄ (çàòåì ðåçóëüòàò îáîáùàëñÿ íà ðàçëè÷íûå íåîãðàíè÷åííûå
îáëàñòè [61, 45℄). Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ èçó÷àëàñü â [63, 42℄
(ñì. òàêæå [64℄ ñ îáçîðîì ïî ïîâîäó óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåì
óðàâíåíèé ýòîãî è áîëåå øèðîêèõ êëàññîâ). Ïðè ñòðåìëåíèè ê íóëþ âðåìå-
íè ðåëàêñàöèè (à çíà÷èò, è íå ïðåâîñõîäÿùåãî åãî âðåìåíè çàïàçäûâàíèÿ)
ðåøåíèÿ (ïîëÿ ñêîðîñòåé) ñòðåìÿòñÿ ê ðåøåíèÿì çàäà÷è Íàâüå-Ñòîêñà [57℄
(çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ω = Rn èëè òîð), ïðè÷åì ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ
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ðåëàêñàöèè âñå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò íà òîì æå èíòåðâàëå, ÷òî è ðåøåíèå
äëÿ Íàâüå-Ñòîêñà. Îòñþäà âûâîäèòñÿ âàæíîå ñëåäñòâèå [57℄ î ãëîáàëüíîì
ïî âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ Ω = R2 (èëè êâàäðàòà ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè), ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ è ìàëîì
âðåìåíè ðåëàêñàöèè (õîòÿ ñòåïåíü åãî ìàëîñòè, ðàçóìååòñÿ, çàâèñèò îò
îñòàëüíûõ äàííûõ è ïàðàìåòðîâ). Â [52℄ è äðóãèõ ðàáîòàõ ýòîé ãðóïïû ó÷å-
íûõ áûë ïðåäëîæåí äðóãîé ïîäõîä ê äàííîé ïðîáëåìå, â ò.÷. ìåõàíè÷åñêè
ìîòèâèðîâàííûå çàìåíû ïåðåìåííûõ, à òàêæå äîáàâêè è èçìåíåíèÿ ÷ëå-
íîâ, äàþùèå âîçìîæíîñòü óëó÷øèòü ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷è. Ïî
ïîâîäó ÷èñëåííûõ ñõåì äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ñ ïðîèçâîäíîé Îëäðîéäà ñì. íàïð.
[31, 32℄.
Ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå áîëåå îáùèõ çàäà÷, ÷åì
(0.2),(0.4),(0.5),(2.18) ñ ïðîèçâîäíîé Îëäðîéäà, ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà
òðè ãðóïïû.
Ïåðâàÿ ãðóïïà ñâÿçàíà ñ îáîáùåíèåì îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
(2.18) ñ ïðîèçâîäíîé Îëäðîéäà. Ñàìîå ïðîñòîå îáîáùåíèå  ïðåäïîëîæå-
íèå, ÷òî âÿçêîñòü çàâèñèò îò åâêëèäîâîé íîðìû òåíçîðà ñêîðîñòåé äåîð-
ìàöèè (ò.å. åãî âòîðîãî èíâàðèàíòà). Ñóùåñòâîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðåøå-
íèÿ êðàåâîé çàäà÷è ïðè ìàëîé àâòîíîìíîé âíåøíåé ñèëå â ðàçíûõ òèïàõ
îáëàñòåé ïîêàçàíî â [28, 29℄. Äðóãîå îáîáùåíèå  ìîäåëü Óàéòà-Ìåòöíåðà,
ãäå óæå âðåìÿ ðåëàêñàöèè λ1 è ïàðàìåòð âÿçêîñòè (1 − λ2/λ1)η çàâèñÿò
îò âòîðîãî èíâàðèàíòà òåíçîðà ñêîðîñòåé äåîðìàöèè. Êðàåâûå çàäà÷è
äëÿ ýòîé ìîäåëè, âî ìíîãîì, èìåþò ñâîéñòâà, ïîõîæèå íà çàäà÷è ñ ïðî-
èçâîäíîé Îëäðîéäà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå çäåñü, èçëîæåíû
â [46, 47, 56℄. Åùå îäíî îáîáùåíèå  êîìáèíèðîâàííàÿ ìîäåëü äëÿ ñìå-
ñè íåñêîëüêèõ âÿçêîóïðóãèõ (ñ îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé â îáùåì âèäå)
è íåëèíåéíî-âÿçêèõ æèäêîñòåé [79℄. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à 
Ω = Rn èìååò ãëîáàëüíîå ðåøåíèå ïðè ìàëûõ äàííûõ [72, 79℄.
Âòîðàÿ ãðóïïà ñîäåðæèò çàäà÷è  ðåîëîãè÷åñêèì çàêîíîì òèïà (2.18)
ñ ïðîèçâîäíîé Îëäðîéäà, ãäå èìååòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ïåðåìåííàÿ, îò êî-
òîðîé çàâèñÿò âÿçêîñòü, âðåìåíà ðåëàêñàöèè è çàïàçäûâàíèÿ. Â êà÷åñòâå
òàêîé ïåðåìåííîé ìîæåò âûñòóïàòü òåìïåðàòóðà (â ýòîì ñëó÷àå â [35℄ ïî-
êàçàíî ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé) èëè ïðîöåíòíîå ñîîòíîøåíèå â
ñìåñè äâóõ âÿçêîóïðóãèõ æèäêîñòåé (â [34℄ èìåþòñÿ óòâåðæäåíèÿ î ëîêàëü-
íîì ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèé, à òàêæå ãëîáàëüíîì ïðè ìàëûõ äàííûõ).
Òðåòüÿ ãðóïïà  ýòî òàê íàçûâàåìûå ìèêðî-ìàêðî ìîäåëè, ó÷èòûâà-
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þùèå ñîîáðàæåíèÿ èç êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ìàòåìàòè÷åñêè, îäíàêî, ñîîò-
âåòñòâóþùèå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è (ñì. íàïð. [30, 49, 54℄) îáëàäàþò
ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ äèññèïàòèâíîñòè, ÷òî îáëåã÷àåò âî-
ïðîñû ðàçðåøèìîñòè è ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ, íåñìîòðÿ íà ãðîìîçäêîñòü
ñèñòåì óðàâíåíèé.
4 Î ñëàáûõ ðåøåíèÿõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ
ìîäåëè Äæåðèñà ñ ñóáñòàíöèîíàëüíîé ïðîèç-
âîäíîé
Â ýòîì ïàðàãðàå áóäóò îïèñàíû èññëåäîâàíèÿ ïî ïðîáëåìå ðàçðåøè-
ìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (0.2),(0.4),(0.5),(2.15)
1
â ñëàáîì ñìûñëå.
Âíà÷àëå ââåäåì èñïîëüçóåìûå óíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü E  êàêîå-òî êîíå÷íîìåðíîå âåùåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, íàïðèìåð, R
n
. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ
Lp(Ω, E), W
m
p (Ω, E), H
m(Ω, E) = Wm2 (Ω, E), H
m
0 (Ω, E) =
◦
Wm2 (Ω, E) ïðî-
ñòðàíñòâ Ëåáåãà è Ñîáîëåâà äëÿ óíêöèè èç îáëàñòè Ω ⊆ Rn ñî çíà÷åíèÿìè
â E. Èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü ïðîñòî Lp âìåñòî Lp(Ω, E) è ò.ï.,
åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì ïðîñòðàíñòâå E èäåò ðå÷ü.
Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â L2(Ω, E) è H
1(Ω, E) ìîãóò áûòü çàäàíû âû-
ðàæåíèÿìè
(u, v) =
∫
Ω
(u(x), v(x))Edx,
(u, v)1 = (u, v) +
n∑
i=1
(
∂u
∂xi
,
∂v
∂xi
)
.
Åâêëèäîâó íîðìó â E áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì | · |, íîðìó â L2 -
ñèìâîëîì ‖ · ‖, à íîðìó â W 12 - ñèìâîëîì ‖ · ‖1.
×åðåç C∞0 (Ω, E) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ãëàäêèõ óíêöèé ñ êîì-
ïàêòíûì íîñèòåëåì â Ω è ñî çíà÷åíèÿìè â E.
Ïóñòü V = {u ∈ C∞0 (Ω,R
n), divu = 0}.
Ñèìâîëàìè H è V îáîçíà÷àþòñÿ çàìûêàíèÿ V ñîîòâåòñòâåííî â
L2(Ω,R
n) è W 12 (Ω,R
n).
×åðåç H∗ è V ∗ áóäåì îáîçíà÷àòü ñîïðÿæåííûå ïðîñòðàíñòâà ê ñîîòâåò-
ñòâåííî ïðîñòðàíñòâàì H è V .
1
ïëþñ íà÷àëüíîå óñëîâèå
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Êàê îáû÷íî äåëàåòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå [79℄, áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ïðîñòðàíñòâî H è åãî ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî H∗. Ïîýòîìó
èìååì âëîæåíèå
V ⊂ H ≡ H∗ ⊂ V ∗.
Ñèìâîëîì 〈f, v〉 áóäåì îáîçíà÷àòü äåéñòâèå óíêöèîíàëà f ∈ V ∗ íà
ýëåìåíò v ∈ V. Â ñèëó óêàçàííîãî âûøå îòîæäåñòâëåíèÿ, åñëè f, v ∈ V , òî
〈f, v〉 = (f, v).
Ñèìâîëàìè C([0, T ];X), Cω([0, T ];X), L2(0, T ;X) è ò.ï. îáîçíà÷àþòñÿ
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ, ñëàáî íåïðåðûâíûõ, ñóììèðóåìûõ
ñ êâàäðàòîì è ò.ï. óíêöèé íà ïðîìåæóòêå [0, T ] ñî çíà÷åíèÿìè â íåêîòî-
ðîì áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X.
Äàëåå, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàå, âûðàæàÿ σ ÷è-
ñòî îðìàëüíî èç ñîîòíîøåíèÿ (2.15), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå (2.16), â êîòîðîé
íåîáõîäèìî çíàòü òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû, îïðåäåëÿåìûå ïî-
ëåì ñêîðîñòåé v(t, x). Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ñðåäû îïðåäåëÿþòñÿ
ïîëåì ñêîðîñòåé v êàê ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
z(τ ; t, x) = x+
τ∫
t
v(s, z(s; t, x))ds. (4.1)
Íî, êàê ìû óâèäèì íèæå, ñëàáûå ðåøåíèÿ v(t, x) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ñèñòåìû (0.2), (0.4),(2.15)ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó
W2,1 = {v; v ∈ L2(0, T ; V ), v
′ ∈ L1(0, T ; V
∗)} (4.2)
è íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè óíêöèÿìè ïî ïåðåìåííîé x äëÿ n = 2, 3.
Îäíàêî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (4.1) ïðè èêñèðîâàííîì v
èçâåñòíî ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ v ∈ L1(0, T ;C(Ω)
n) (ì. [60℄) è ýòî ðåøåíèå
åäèíñòâåííî äëÿ v ∈ L1(0, T ;C
1(Ω)n) (ñì. òàì æå). Â ñâÿçè ñ ýòèì àêòîì
â [13℄ áûë ðàññìîòðåí ðåãóëÿðèçîâàííûé âàðèàíò íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ñèñòåìû (0.2),(0.4),(2.15). Îïèøåì åãî.
Âûáåðåì íåêîòîðûé ëèíåéíûé îïåðàòîð ðåãóëÿðèçàöèè Sδ : H →
C1(Ω)n ∩ V äëÿ δ > 0 òàêîé, ÷òî ïîðîæäàåìîå èì îòîáðàæåíèå Sδ :
L2(0, T ;H) → L2(0, T ;C
1(Ω)n ∩ V ) íåïðåðûâíî, à îïåðàòîðû Sδ :
L2(0, T ;H) → L2(0, T ;H) ñõîäÿòñÿ ñèëüíî ê òîæäåñòâåííîìó îïåðàòîðó
I ïðè δ → 0. Êîíñòðóêöèÿ òàêîãî îïåðàòîðà ïðèâåäåíà â [13℄, óòî÷íåíà â
[37℄è ïîäðîáíî îïèñàíà â [10℄.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåçC1D(Ω) ìíîæåñòâî âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé
z : Ω→ Ω, ñîâïàäàþùèõ ñ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà ∂Ω è èìåþùèõ
íåïðåðûâíûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðâîãî ïîðÿäêà òàêèå, ÷òî det
(
∂z
∂x
)
= 1
â êàæäîé òî÷êå îáëàñòè Ω. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ýòîì ìíîæåñòâå
èñïîëüçóåòñÿ ìåòðèêà ïðîñòðàíñòâà íåïðåðûâíûõ óíêöèé C(Ω,Rn).
Ïîëîæèì òàêæå CG = C([0, T ]× [0, T ], C1D(Ω)).
àññìîòðèì óðàâíåíèå
z(τ ; t, x) = x +
τ∫
t
Sδv(s, z(s; t, x))ds, τ, t ∈ (0, T ), x ∈ Ω.
Äëÿ êàæäîãî v ∈ L2(0, T ; V ) ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
â êëàññå CG (ñì. [60℄).Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Zδ(v)(τ ; t, x).
Ïîëàãàÿ äëÿ ïðîñòîòû â (2.16)
σ0(Zδ(v)(0; t, x))− 2η
λ2
λ1
E0(Zδ(v)(0; t, x)) = 0,
ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé
ìîäåëè, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå íåñæèìàåìîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû:
∂tv(t, x) +
n∑
j=1
vj
∂v
∂xj
(t, x)− µ1Div
t∫
0
e−
t−s
λ1 E(v)(s, z(s; t, x))ds−
− µ0∆v(t, x) + gradp(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Ω, (4.3)
z(s; t, x) = x+
s∫
t
Sδv(τ, z(τ ; t, x))dτ, s ∈ [0, T ], (t, x) ∈ (0, T )×Ω, (4.4)
divv = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω, (4.5)
v|(0,T )×∂Ω = 0, (4.6)
v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω, (4.7)∫
Ω
p dx = 0. (4.8)
Çäåñü µ0 = η
λ2
λ1
, µ1 = 2η
λ1−λ2
λ21
.
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Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðè ââåäåíèè îïåðàòîðà ðåãóëÿðèçàöèè óðàâíåíèå
(4.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå Zδ(v)(s; t, x).Ïîäñòàâèâ åãî â (4.3), ïî-
ëó÷èì ñëåäóþùóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó, ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷å (4.3)-
(4.8):
∂tv(t, x) +
n∑
j=1
vj
∂v
∂xj
(t, x)−
− µ0∆v(t, x)− µ1Div
t∫
0
e−
t−s
λ E(v(s, Zδ(v)(s; t, x))ds+ (4.9)
+gradp(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Ω
divv(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω, (4.10)
v(t, x) = 0, (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω, (4.11)
v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω, (4.12)∫
Ω
p(t, x)dx = 0. (4.13)
Îïðåäåëåíèå 4.1. Ïóñòü f ∈ L1(0, T ; V
∗). Ñëàáûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî
- êðàåâîé çàäà÷è (4.9)-(4.13) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-óíêöèÿ v ∈ W2,1, óäîâëå-
òâîðÿþùàÿ íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (4.12)è èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó
d
dt
(v(t), ϕ)−
n∑
i=1
(
vi(t)v(t),
∂ϕ
∂xi
)
+
+µ0(∇v(t),∇ϕ)+µ1

 t∫
0
e
s−t
λ1 E(s, Zδ(v)(s; t, x)ds, E(ϕ)

 = 〈f(t), ϕ〉 (4.14)
äëÿ âñåõ ϕ ∈ V ï.â. íà t ∈ (0, T ).
Èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèîííî-òîïîëîãè÷åñêèé ìåòîä, èçëîæåííûé â [15,
79℄, â ðàáîòå [13℄ äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4.1. Äëÿ êàæäîé óíêöèè f ∈ L1(0, T ;H
∗) + L2(0, T ; V
∗) è
v0 ∈ H çàäà÷à (4.9)-(4.13)èìååò õîòÿ áû îäíî ñëàáîå ðåøåíèå v ∈ W2,1.
Â ðàáîòå [71℄ ðàññìîòðåíà íà÷àëüíî - êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ èñõîäíîé ìî-
äåëè Äæåðèñà áåç ðåãóëÿðèçàöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé. Â ýòîì ñëó÷àå íåëüçÿ
ÿâíî âûðàçèòü òåíçîð σ ÷åðåç âåêòîð-óíêöèþ v è ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðè-
âàòü ñèñòåìó ñ ïåðåìåííûìè v = (vi), p è σ = (σij).
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Èòàê, çàïèøåì íà÷àëüíî - êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû (0.2),(0.4),(2.15)
â âèäå
∂v
∂t
+
n∑
i=1
vi
∂v
∂xi
+ gradp−Divσ = f(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Ω, (4.15)
σ + λ1
(
∂σ
∂t
+
n∑
i=1
vi
∂σ
∂xi
)
= 2η
(
E + λ2
(
∂E
∂t
+
n∑
i=1
vi
∂E
∂xi
))
, t ∈ (0, T ), x ∈ Ω, (4.16)
divv(t, x) = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ Ω (4.17)
v|∂Ω = 0, t ∈ (0, T ), (4.18)
v|t=0 = v
0, σ|t=0 = σ0. (4.19)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç R
n×n
ïðîñòðàíñòâî âåùåñòâåííûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n×
n, à ÷åðåç Rn×nS - åãî ïîäïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.
Îïðåäåëåíèå 4.2. Ïóñòü f ∈ L1(0, T ; V
∗). Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è
(4.15)-(4.19) íàçûâàåòñÿ ïàðà (u, σ),
u ∈ L2(0, T ; V ) ∩ Cw([0, T ];H),
du
dt
∈ L1(0, T ; V
∗), (4.20)
σ ∈ L2(0, T ;L2(Ω,R
n×n
S )) ∩ Cw([0, T ];H
−1(Ω,Rn×nS )), (4.21)
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ (4.19)è òîæäåñòâàì
d
dt
(u, ϕ) + (σ,∇ϕ)−
n∑
i=1
(
uiu,
∂ϕ
∂xi
)
= 〈f, ϕ〉,
(σ,Φ) + λ1
d
dt
(σ,Φ)− λ1
n∑
i=1
(
uiσ,
∂Φ
∂xi
)
=
= 2η(E(u),Φ) + 2ηλ2
(
d
dt
(E(u),Φ) +
n∑
i=1
(
uiE(u),
∂Φ
∂xi
))
â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé íà (0, T ) äëÿ âñåõ ϕ ∈ V è Φ ∈ C∞0 (Ω,R
n×n
S ).
Â [71℄ áûëà äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü f ∈ L2(0, T ; V
∗), v0 ∈ H, σ0 ∈ W
−1
2 (Ω,R
n×n
S ), σ0 −
2ηλ2λ1E(v
0) ∈ L2(Ω,R
n×n
S ).Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëàáîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.15)-
(4.19)â êëàññå (4.20)-(4.21).
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Êîíå÷íî, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ðåøå-
íèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ èñõîäíîé ìîäåëè Äæåðèñà è ðåøåíèÿ
äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîãî âàðèàíòà (4.3)-(4.8) ýòîé ìîäåëè.
Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî v0 ∈ H, σ0 ∈
W−12 (Ω,R
n×n
S ), f ∈ L2(0, T ; V
∗) è âûïîëíåíî óñëîâèå
σ0(t, x) = 2η
λ2
λ1
E(v0)(t, x).
Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî δ > 0 çàäà÷à (4.3)-(4.8) ïðè
ýòèõ óñëîâèÿõ èìååò ðåøåíèå vδ. Ýòî ðåøåíèå ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùèé
òåíçîð êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé
σ(u)(t, x) = 2µ0E(u)(t, x) + µ1
t∫
0
e−
t−s
λ E(u)(s, Zδ(u)(s; t, x))ds. (4.22)
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 4.3 (ñì. [7℄). Ïóñòü {δk} - íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ. Ïóñòü vk - ðåøåíèå çàäà÷è (4.9)-
(4.13), ñîîòâåòñòâóþùåå δk, è σk - ñîîòâåòñòâóþùèé òåíçîð êàñàòåëüíûõ
íàïðÿæåíèé, íàéäåííûé ïî îðìóëå (4.22).
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïàðà (v∗, σ∗), ÿâëÿþùàÿñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è (4.15)-(4.19), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vkm} è
{σkm} òàêèå, ÷òî
1) {vkm} ñõîäèòñÿ ñëàáî ê v∗ â L2(0, T ; V );
2) {vkm} ñõîäèòñÿ ñèëüíî ê v∗ â L2(0, T ;H);
3) {vkm} ñõîäèòñÿ ∗ - ñëàáî ê v∗ â L∞(0, T ;H);
4) {σkm} ñõîäèòñÿ ñëàáî ê σ∗ â L2(0, T ;L2);
5) {σkm} ñõîäèòñÿ ∗ - ñëàáî ê σ∗ â L∞(0, T ;H
−1).
Â ðàáîòå [76℄ èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ðåãóëÿðèçîâàííîé ìîäåëè Äæåðèñà â ñëó÷àå äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãîé
ñðåäû â ïåðåìåííîé îáëàñòè (îáëàñòè, ìåíÿþùåéñÿ â çàâèñèìîñòè îò âðå-
ìåíè).
Îïèøåì ðåçóëüòàò ýòîé ðàáîòû áîëåå ïîäðîáíî.
Ïóñòü Ωt ∈ R
n, n ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé ñ
ãðàíèöåé Γt, Q = {(t, x) : t ∈ [0, T ], x ∈ Ωt}, Γ = {(t, x) : t ∈ [0, T ], x ∈ Γt}.
àññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à
vt +
n∑
i=1
vi∂v
∂xi
− 2µ0DivE(v)− µ1Div
∫ t
0
e−
t−s
λ E(v)(s, z(s; t, x)ds+
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+ gradp = ϕ, divv = 0, (t, x) ∈ Q;
∫
Ωt
p dx = 0, t ∈ [0, T ]; (4.23)
v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω0, v(t, x) = v
1(t, x) ∈ Γ.
Çäåñü, êàê è âûøå, âåêòîð-óíêöèÿ v(t, x) = (v1, ..., vn)(t, x)  ñêîðîñòü
ñðåäû â òî÷êå x â ìîìåíò t, ñêàëÿðíàÿ óíêöèÿ p  äàâëåíèå, µ0, µ1, λ-
ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ôóíêöèÿ z(s; t, x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè
z(s; t, x) = x+
∫ s
t
v(τ, z(τ ; t, x)) dτ, s ∈ [0, T ], (t, x) ∈ Q. (4.24)
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Q ⊂ Rn+1 îïðåäåëÿåòñÿ ýâîëþöèåé ñåìåéñòâà Ωt, t ≥ 0
îáúåìà Ω0 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ0 âäîëü ïîëÿ ñêîðîñòåé íåêîòî-
ðîãî äîñòàòî÷íî ãëàäêîãî ñîëåíîèäàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v˜(t, x), îïðåäå-
ëåííîãî â íåêîòîðîé öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè Qˆ0 = {(t, x) : t ∈ [0, T ], x ∈
Ωˆ0}, òàê ÷òî Ωt⊂ Ωˆ0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ωt =z˜(t; 0,Ω0), ãäå z˜(τ ; t, x) ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè
z˜(τ ; t, x) = x+
∫ τ
t
v˜(s, z˜(s; t, x)) ds, τ ∈ [0, T ], (t, x) ∈ Qˆ0. (4.25)
Ââåäåì íåîáõîäèìûå óíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Îáîçíà÷èì íîðìû
â L2(Ωt) èW
k
2 (Ωt) ÷åðåç |·|0,t è |·|k,t ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç ||·||0 îáîçíà÷èì
íîðìó â L2(Q). Îáîçíà÷èì ÷åðåç D0,t ìíîæåñòâî ãëàäêèõ ñîëåíîèäàëüíûõ
èíèòíûõ óíêöèé â îáëàñòè Ωt. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ht è Vt çàìûêàíèå D0,t
â íîðìàõ L2(Ωt) è W
1
2 (Ωt) ñîîòâåòñòâåííî. Ñîïðÿæåííîå ê Vt ïðîñòðàíñòâî
îáîçíà÷èì ÷åðåç V ∗t , íîðìó â V
∗
t îáîçíà÷èì ÷åðåç | · |−1,t, à äåéñòâèå óíê-
öèîíàëà v ∈ V ∗t íà ýëåìåíòå h ∈ Vt îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈v, h〉t. Ïðè ýòîì ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (·, ·)t â Ht ïîðîæäàåò ïðè êàæäîì t ∈ [0, T ] ïëîòíîå
íåïðåðûâíîå âëîæåíèå Vt ⊂ Ht ⊂ V
∗
t .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî ãëàäêèõ âåêòîð-óíêöèé íà Q, ñîëåíîè-
äàëüíûõ è èíèòíûõ â îáëàñòè Ωt ïðè êàæäîì t. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E, E
∗
,
E∗1 , W , W1, CH, EC, LH, L2,σ(Q) çàìûêàíèå D ñîîòâåòñòâåííî â íîðìàõ
‖v‖E=(
∫ T
0
|v(t, x)|21,t dt)
1/2,
‖v‖E∗=(
∫ T
0
|v(t, x)|2−1,t dt)
1/2, ‖v‖E∗1 =
∫ T
0
|v(t, x)|−1,t dt,
‖v‖W = ‖v‖E + ‖vt‖E∗, ‖v‖W1 = ‖v‖E + ‖vt‖E∗1 , ‖v‖CH = max
t∈[0,T ]
|v(t, x)|0,t,
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‖v‖EC = ‖v‖E + ‖v‖CH , ‖v‖LH =
∫ T
0
|v(t, x)|0,t dt,
‖v‖0 = (
∫ T
0
|v(t, x)|20,t dt)
1/2.
Ïðîñòðàíñòâî E∗ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê ïðîñòðàíñòâó E, à ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå (v, u) =
∫ T
0 (v(t, x), u(t, x))t dt â L2,σ(Q) ïîðîæäàåò ïëîòíîå
íåïðåðûâíîå âëîæåíèå E ⊂ L2,σ(Q) ⊂ E
∗
. Ïðîñòðàíñòâî E∗1 íåïðåðûâíî
âëîæåíî â E∗.
Íèæå ÷åðåç 〈v, u〉 îáîçíà÷àåòñÿ äåéñòâèå óíêöèîíàëà v èç E∗ íà óíê-
öèþ u èç E.
Çàäà÷à (4.23) âêëþ÷àåò èíòåãðàë, âû÷èñëÿåìûé âäîëü òðàåêòîðèè
z(s; t, x) äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ïîëå ñêîðîñòåé v(t, x). Îäíàêî, êàê è â ñëó-
÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòåé, äàæå ñèëüíûå ðåøåíèÿ v(t, x) ∈ W 1,22 (Q)
çàäà÷è (4.23) äëÿ n = 2, 3 íå îáåñïå÷èâàþò îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü
çàäà÷è (4.24). Â êà÷åñòâå âûõîäà èç ýòîé ñèòóàöèè, êàê è âûøå, ìû ðåãó-
ëÿðèçóåì ïîëå ñêîðîñòåé ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ñãëàæèâàþùåãî îïåðàòîðà
Sδ,t : Ht → C
1(Ωt)∩ Vt äëÿ δ > 0 òàêîãî, ÷òî Sδ,t(v) áëèçêî ê v. Îïðåäåëèì
íà L2,σ(Q) ñãëàæèâàþùèé îïåðàòîð Sˆδ(v) = vˆ, ãäå vˆ(t, x) = Sδ,t(v(t, x))
ïðè t ≥ 0. Îïåðàòîð Sˆδ : L2,σ(Q) → L2(0, T ;C
1) ∩ E îêàçûâàåòñÿ îãðàíè-
÷åííûì. Ïóñòü òåïåðü u(t, x) ∈ L2,σ(Q), v(t, x) = u(t, x) + v˜(t, x). Îïðå-
äåëèì îïåðàòîð ðåãóëÿðèçàöèè Sδ : L2,σ(Q) → L2(0, T ;C
1) ∩ E îðìóëîé
Sδ(v) = Sˆδ(v − v˜) + v˜ = Sˆδ(u) + v˜.
Çàìåíèì (4.24)íà óðàâíåíèå
z(τ ; t, x) = x+
∫ τ
t
Sδv(s, z(s; t, x)) ds, τ, t ∈ [0, T ], x ∈ Ωt. (4.26)
Äëÿ êàæäîé v(t, x) ∈ E óíêöèÿ Sδ(v) ∈ L2(0, T ;C
1), è, ñëåäîâàòåëüíî,
çàäà÷à (4.26) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. åøåíèå çàäà÷è (4.26) áóäåì îáîçíà-
÷àòü Z˜δ(v).
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü âîïðîñ î ðàçðåøèìîñòè ñëåäóþùåé ðåãóëÿðèçî-
âàííîé çàäà÷è:
vt+
n∑
k=1
vk
dv
dxk
−2µ0DivE(v)−µ1Div
∫ t
0
e−
t−s
λ E(v)(s, Zδ(v)(s; t, x))ds+∇p = Φ,
div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ Q;
∫
Ωt
p(t, x) dx = 0, t ∈ [0, T ]; (4.27)
v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω0, v(t, x) = v
1(t, x), (t, x) ∈ Γ, t ∈ [0, T ].
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Îïðåäåëåíèå 4.3. Ïóñòü Φ(t, x) ∈ V ∗t ïðè ï.â. t. Ñëàáûì ðåøåíèåì
çàäà÷è (4.27) íàçûâàåòñÿ óíêöèÿ v(t, x) âèäà v(t, x) = v˜(t, x) + w(t, x),
w(t, x) ∈ E
⋂
CH, w(0, x) = 0, òàêàÿ ÷òî ïðè ëþáûõ h(t, x) ∈ D, òàêèõ,
÷òî h(T, x) = 0, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
−
∫ T
0
(v(t, x), ht(t, x))t dt+ µ0
∫ T
0
(vi(t, x)vj(t, x), ∂hi(t, x)/∂xj)t dt+
+ µ1
∫ T
0
(
∫ t
0
e−
(t−s)
λ E(v)(s, Zδ(v)(s; t, x)) ds, E(h(t, x)))tdt = (4.28)
〈Φ(t, x), h(t, x)〉 − 〈v˜(0, x), h(0, x)〉0.
Ñîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 4.4 [76℄. Ïóñòü 2 ≤ n ≤ 4, Φ = f1 + f2, f1 ∈ E
∗
1 , f2 ∈ E
∗,
v0(x) = v˜(0, x), x ∈ Ω0, v
1(t, x) = v˜(t, x), (t, x) ∈ Γ. Òîãäà çàäà÷à (4.27)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñëàáîå ðåøåíèå.
Çàìå÷àíèå. Â çàêëþ÷åíèè ýòîãî ïàðàãðàà îòìåòèì, ÷òî ïîñëå äî-
êàçàòåëüñòâà ðàçðåøèìîñòè â ñëàáîì ñìûñëå çàäà÷è (4.15)-(4.19), ìîæåò
âîçíèêíóòü âîïðîñ î íåîáõîäèìîñòè èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè â ñëàáîì
ñìûñëå ðåãóëÿðèçîâàíîãî âàðèàíòà (4.9)-(4.13) ýòîé çàäà÷è. Îäèí èç àðãó-
ìåíòîâ â ïîëüçó ðàññìîòðåíèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî
îíà ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé
äëÿ ìîäåëè Äæåðèñà, è äëÿ ýòîãî, êîíå÷íî, íåîáõîäèìî çíàòü â êàêèõ
óíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ èìååò ìåñòî ðàçðåøèìîñòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé íà÷àëüíî - êðàåâîé çàäà÷è.
5 Î ñèëüíûõ ðåøåíèÿõ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è
äëÿ ìîäåëè Äæåðèñà ñ ñóáñòàíöèîíàëüíîé
ïðîèçâîäíîé
Â ýòîì ïàðàãðàå áóäóò èçëîæåíû ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè ñèëüíûõ
ðåøåíèé íà÷àëüíî - êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé ìîäåëè Äæå-
ðèñà.
Ïóñòü Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãðàíèöåé ∂Ω êëàññà C2. ×åðåç
QT = [0, T ]×Ω îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé öèëèíäð äëÿ T >
0 è ÷åðåç (t, x) - òî÷êè QT .
àññìîòðèì äâèæåíèå ñðåäû, çàïîëíÿþùåé îáëàñòü Ω â Rn, n = 2, 3,
íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè (0, T ), T > 0. Íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
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äâèæåíèå ýòîé ñðåäû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé
ρ
(
∂v
∂t
+
n∑
i=1
vi
∂v
∂xi
)
(t, x)−µ1Div
t∫
0
e−
t−s
λ E(v)(s, z(s; t, x))ds−2µ0DivE(v)(t, x)+
+gradp(t, x) = e−
t
λDivσ0(z(0; t, x))+ρϕ(t, x), (t, x) ∈ (0, T )×Ω, (5.1)
z(τ ; t, x) = x+
τ∫
t
Sδv(s, z(s; t, x))ds, τ ∈ [0, T ]× Ω, (5.2)
divv = 0, (t, x) ∈ (0, T )× Ω, (5.3)
ãäå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðààõ, v = (v1, . . . , vn) - ñêîðîñòü äâèæåíèÿ
ñðåäû, p - äàâëåíèå, ϕ - ïëîòíîñòü âíåøíèõ ñèë, ρ = const - ïëîòíîñòü
ñðåäû, σ0 - òåíçîð îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé ïðè t = 0, E = (εij) - òåíçîð
ñêîðîñòåé äåîðìàöèè è Sδ îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â § 4. Áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü òàêæå, ÷òî çàäàíû íà÷àëüíî- êðàåâûå óñëîâèÿ
v(t, x) = 0 (t, x) ∈ (0, T )× ∂Ω, (5.4)
v(x) = v0(x), x ∈ Ω. (5.5)
Èç óðàâíåíèé (5.1) âèäíî, ÷òî âìåñòå ñ óíêöèåé p ýòîìó óðàâíåíèþ
óäîâëåòâîðÿþò è âñå óíêöèè, îòëè÷àþùèåñÿ îò p íà êîíñòàíòó. Ïîýòîìó
äëÿ îïðåäåëåííîñòè â ïîñòàíîâêå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû
(5.1)− (5.3)äîáàâëÿþò óñëîâèå ∫
Ω
p dx = 0. (5.6)
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
Hs
1,2(QT )
n = L2(0, T ;W
2
2 (Ω)
n ∩ V ) ∩ L2(Ω;W
1
2 (0, T )
n).
Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïóñòü σ0 ∈ W
1
2 (Ω)
n2, ϕ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)
n), v0 ∈ V -
çàäàííûå óíêöèè è n = 2, 3. Ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (5.1)− (5.6) íà-
çûâàåòñÿ ïàðà (v, p), ãäå v ∈ H1,2s (QT )
n, p ∈ L2(0, T ;W
1
2 (Ω)), óäîâëåòâîðÿ-
þùèå óðàâíåíèÿì (5.1), (5.3) ïî÷òè âñþäó â QT , íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (5.5)
è äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ (5.6) ïðè óñëîâèè, ÷òî òðàåêòîðèè z äâèæåíèÿ
÷àñòèö îïðåäåëåíû ðåãóëÿðèçîâàííûì ïîëåì ñêîðîñòåé Sδv èç óðàâíåíèÿ
(5.2).
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Â [11℄ ïîëó÷åíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è (5.1)−(5.6). Êàê
è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà, ýòà òåîðåìà óòâåðæäàåò î
ñóùåñòâîâàíèè íåëîêàëüíîãî ñèëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ n = 2 è ëîêàëüíîãî
äëÿ n = 3.
Òåîðåìà 5.1[11℄. Ïóñòü v0 ∈ V, σ0 ∈ W
1
2 (Ω)
n2, ϕ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)
n) è
n = 2, 3. Òîãäà ñóùåñòâóåò T0 > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ 0 < T < T0 çàäà÷à
(5.1)− (5.6) èìååò õîòÿ áû îäíî ñèëüíîå ðåøåíèå(v, p). Ïðè ýòîì T0 = ∞
â ñëó÷àå n = 2.
Îäíàêî, äëÿ ìîäåëåé äâèæåíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä íàèáîëüøèé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿþò íå ëîêàëüíûå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, à ãëîáàëüíûå, ïî-
ñêîëüêó ýåêò âÿçêîóïðóãîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ, êàê ïðàâèëî, íå ìãíîâåííî,
à ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Íèæå áóäóò ïðèâåäåíû äâà ðåçóëüòàòà î ñóùåñòâîâà-
íèè ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé è
äëÿ èñõîäíîé ìîäåëè Äæåðèñà.
Èòàê, ïóñòü ïîïðåæíåìó Ω - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn ñ ãðàíèöåé
∂Ω êëàññà C2, QT = [0, T ] × Ω. Äàëåå, êðîìå ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèé
Lq(Ω), Lq(QT ),W
s
q (Ω)  1 ≤ q < ∞ è s > 0, äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà è Ñî-
áîëåâà, ñîñòîÿùèõ èç óíêöèé íà Ω è QT ñî çíà÷åíèÿìè â R, èñïîëüçóþòñÿ
îáîçíà÷åíèÿ Lq(Ω)
n, Lq(QT )
n,W sq (Ω)
n, Bsq(Ω)
n
äëÿ óíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè
â R
n. ×åðåç W 1q,s(Ω)
n2
îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî
W 1q,s(Ω)
n2 = {σ = (σij); σ ∈ W
1
q (Ω)
n2, σij = σji, i, j = 1, 2, . . . , n}.
×åðåç Vq îáîçíà÷èì çàìûêàíèå V â íîðìå ïðîñòðàíñòâà W
1
q (Ω)
n. Îáî-
çíà÷èì
W 1,2q (QT ) = Lq(0, T ;W
2
q (Ω)
n) ∩ Lq(Ω;W
1
q (0, T )
n).
è ïóñòü
V 1,2q (QT ) = W
1,2
q (QT ) ∩ Lq(0, T ; Vq),
P = {p : p ∈ W 0,12 (QT ),
∫
Ω
p(t, x)dx = 0 äëÿ ï. â. t ∈ (0, T )}.
ßñíî, ÷òî V 1,22 (QT ) = H
1,2
s (QT )
n.
Ñèìâîëîì Bsq(Ω) áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî Áåñîâà óíêöèé íà Ω.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè íà÷àëüíî-êðàåâîé çà-
äà÷è äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé ìîäåëè Äæåðèñà ïðè ìàëûõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ
è íà÷àëüíûõ äàííûõ äîêàçàí â ðàáîòå [37℄.
Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü q ≥ 2 ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû Ri > 0, i = 1, 2, 3, òàêèå ÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ Lq(QT )
n, σ0 ∈
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W 1q,s(Ω)
n2, v0 ∈ (B
2−2/q
q (Ω)n ∩ Vq), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
‖f‖Lq(QT )n < R1 ‖σ0‖W 1q,s(Ω)n
2 < R2 ‖v
0‖
B
2−2/q
q (Ω)n
≤ R3,
çàäà÷à (5.1)-(5.6)èìååò ðåøåíèå (v, p) ∈ V 1,2q (QT )× P.
àññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùóþ íå ðåãóëÿðèçîâàííóþ, à
èñõîäíóþ ìîäåëü Äæåðèñà
ρ(∂tv+
n∑
j=1
vj∂xjv)(t, x)−µ1Div
t∫
0
e−
t−s
λ E(v)(s, z(s; t, x))ds−2µ0DivE(v)(t, x)+
+ gradp(t, x) = e−
t
λDivσ0(z(0; t, x)) + ρϕ(t, x), (t, x) ∈ (0, T )×Ω, (5.7)
z(τ ; t, x) = x +
τ∫
t
v(s, z(s; t, x))ds, τ ∈ [0, T ], (t, x) ∈ (0, T )× Ω. (5.8)
àññìîòðèì äëÿ íåå òàêæå íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó ñ êðàåâûì óñëîâè-
åì (5.4) è íà÷àëüíûì óñëîâèåì (5.5).
Ïîíÿòèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (5.7),(5.8),
(5.4)-(5.6) àíàëîãè÷íî ñîîòâåòñòâóþùåìó ïîíÿòèþ äëÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé
ìîäåëè.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (5.7),(5.8),
(5.4)-(5.6) äëÿ ìàëûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ è ìàëûõ ïðàâûõ ÷àñòåé ïîëó-
÷åí â [37℄.
Òåîðåìà 5.3. Ïóñòü q > n. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû Ri > 0, i =
1, 2, 3, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ f ∈ Lq(QT )
n, σ0 ∈ W
1
q,s(Ω)
n2, v0 ∈ (B
2−2/q
q (Ω)n∩
Vq), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
‖f‖Lq(QT )n < R1 ‖σ0‖W 1q,s(Ω)n
2 < R2 ‖v
0‖
B
2−2/q
q (Ω)n
≤ R3,
çàäà÷à (5.7)-(5.8),(5.4)-(5.6) èìååò ðåøåíèå (v, p) ∈ V 1,2q (QT )× P.
6 Ñèëüíûå ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
ìîäåëè Äæåðèñà ñ ïðîèçâîäíîé Îëäðîéäà
Íà÷íåì ýòîò ïóíêò ñ íàèáîëåå èçâåñòíîãî ðåçóëüòàòà îá ýòîé çàäà÷å 
òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ëîêàëüíîãî ïî âðåìåíè ðåøå-
íèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íåñæèìàå-
ìîé âÿçêîóïðóãîé æèäêîñòè ñ îáúåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé Îëäðîéäà â îïðå-
äåëÿþùåì ñîîòíîøåíèè, ïðèíàäëåæàùóþ èëüîïå è Ñî [43℄.
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Ïóñòü Ω  îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü (ò.å. îòêðûòîå ìíîæåñòâî) â ïðîñòðàí-
ñòâå R
3
. àññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó, ñîñòîÿùóþ èç óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
∂v(t, x)
∂t
+
3∑
i=1
vi(t, x)
∂v(t, x)
∂xi
−Divσ(t, x) +∇p(t, x) = f, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,
(6.1)
îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ
σ(t, x) + λ1
Daσ(t, x)
Dt
= 2η(E(t, x) + λ2
DaE(t, x)
Dt
), (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, (6.2)
óñëîâèÿ íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè
div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Ω, (6.3)
óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ æèäêîñòè ê ñòåíêàì ñîñóäà
v(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× ∂Ω, (6.4)
è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ
v(0, x) = a(x), σ(0, x) = σ0(x), x ∈ Ω. (6.5)
Äàâëåíèå p ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Ïîýòîìó
ê çàäà÷å (6.1)-(6.5) îáû÷íî äëÿ îïðåäåëåííîñòè äîáàâëÿåòñÿ óñëîâèå
∫
Ω
p(t, x)dx ≡ 0 (6.6)
Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå óíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà. Ñèìâîëîì L2
áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòðàíñòâî ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà îáëàñòè Ω
óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â R, R
3
èëè ïðîñòðàíñòâå ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö
3 × 3. Ñèìâîëîì Hs, ãäå s  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷èì ñîáîëåâñêîå
ïðîñòðàíñòâî óíêöèé (ñî çíà÷åíèÿìè â R, R
3
èëè ïðîñòðàíñòâå ñèììåò-
ðè÷íûõ ìàòðèö 3 × 3), ñóììèðóåìûõ ñ êâàäðàòîì íà îáëàñòè Ω âìåñòå ñî
ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà s âêëþ÷èòåëüíî; ñèìâîëîì Hs0  çàìû-
êàíèå â Hs ìíîæåñòâà áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ óíêöèé ñ êîìïàêòíûì â Ω
íîñèòåëåì; ñèìâîëîì H−s  ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ê Hs0 .
Òåïåðü ìû ìîæåì ñîðìóëèðîâàòü ðåçóëüòàò [43℄.
32
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü Ω  îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ C3 - ãëàäêîé ãðàíèöåé.
Ïóñòü f ∈ L2(0, T ;H
1), f
′
t ∈ L2(0, T ;H
−1), a ∈ H2
⋂
H10 , div a = 0, σ0 ∈ H
1
,
σ0 −
2ηλ2
λ1
E(a) ∈ H2. Òîãäà ñóùåñòâóåò t0 > 0 è òðîéêà (v, σ, p) èç êëàññà
v ∈ L2(0, t0;H
3)
⋂
C([0, t0];H
2 ∩H10)
v
′
t ∈ L2(0, t0;H
1
0)
⋂
C([0, t0];L2)
p ∈ L2(0, t0;H
2)
σ ∈ L2(0, t0;H
2)
⋂
C([0, t0];H
1),
σ −
2ηλ2
λ1
E(v) ∈ C([0, t0];H
2),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (6.1)-(6.6). Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â
óêàçàííîì êëàññå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cb([0,∞);X) ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ íà [0,∞)
íåïðåðûâíûõ óíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X, à ÷åðåç
C1b ([0,∞);X) ïðîñòðàíñòâî óíêöèé, èìåþùèõ íåïðåðûâíóþ îãðàíè÷åí-
íóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïðè ìàëûõ äàííûõ çàäà÷à (6.1)-(6.6) èìååò ãëîáàëüíîå
ðåøåíèå [55℄:
Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü Ω  îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ñ C3 - ãëàäêîé ãðàíèöåé.
Ïóñòü f ∈ L∞(0,∞;H
1), f
′
t ∈ L∞(0,∞;H
−1), a ∈ H2
⋂
H10 , div a = 0,
σ0 ∈ H
1
, σ0−
2ηλ2
λ1
E(a) ∈ H2, è èõ íîðìû ìàëû â óêàçàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà òðîéêà (v, σ, p) èç êëàññà
v ∈ L2,loc(0,∞;H
3)
⋂
Cb([0,∞);H
2 ∩H10)
v
′
t ∈ L2,loc(0,∞;H
1
0)
⋂
Cb([0,∞);L2)
p ∈ L2,loc(0,∞;H
2)
σ ∈ Cb([0,∞);H
1),
σ −
2ηλ2
λ1
E(v) ∈ Cb([0,∞);H
2)
⋂
C1b ([0,∞);H
1),
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (6.1)-(6.6) ñ T =∞.
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7 Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ñèëüíûõ ðåøå-
íèé íà÷àëüíîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîé ñðåäû
Â ýòîì ïóíêòå îáñóæäàåòñÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ øèðî-
êîãî êëàññà íåëèíåéíûõ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä. Ýòîò êëàññ ñîäåðæèò, â ÷àñò-
íîñòè, íüþòîíîâñêèå è èäåàëüíûå æèäêîñòè, ìîäåëè Îëäðîéäà, Ëàðñîíà,
èçåêóñà, Ôàí-Òèåíà-Òàííåðà, Ñïðèããñà, Ïðàíäòëÿ, Ýéðèíãà è èõ êîìáè-
íàöèè (ñìåñè) [79℄.
àññìàòðèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ýòîãî êëàñ-
ñà íåëèíåéíûõ âÿçêîóïðóãèõ ñðåä âî âñåì ïðîñòðàíñòâå R
n, n = 2, 3:
∂u
∂t
+
n∑
i=1
ui
∂u
∂xi
= Div TH + f0, (t, x) ∈ [0, T ]× R
n
(7.1)
div u = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Rn (7.2)
TH = σ
s + σp (7.3)
σs = −pI +Ψ(E(u)) (7.4)
σp =
r∑
k=1
τ k (7.5)
τ k + λk
Daτ
k
Dt
+ βk(τ
k, E) = 2ηkE (7.6)
Çäåñü u  âåêòîð ñêîðîñòè, f0  ïîëå âíåøíèõ ñèë, TH  òåíçîð íà-
ïðÿæåíèé (âñå îíè çàâèñÿò îò òî÷êè x ïðîñòðàíñòâà Rn, n = 2, 3 è ìîìåí-
òà âðåìåíè t), r  íàòóðàëüíîå ÷èñëî, τ k, σs, σp  ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà
íàïðÿæåíèé, E(u) = 1
2
(∇u + ∇uT )  òåíçîð ñêîðîñòåé äåîðìàöèè, p 
äàâëåíèå, λk > 0  âðåìåíà ðåëàêñàöèè, ηk > 0  âÿçêîñòè, k = 1, . . . , r.
Âûðàæåíèå
DaA
Dt åñòü îáúåêòèâíàÿ (îëäðîéäîâñêàÿ) ïðîèçâîäíàÿ òåíçîðà.
Êðîìå òîãî, Ψ è βk â (7.4) è (7.6) ýòî èçâåñòíûå íåëèíåéíûå óíêöèè ñî
çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå ìàòðèö n× n, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé âèä:
Ψ(E) = ϕ1E + ϕ2E
2
(7.7)
βk(τ, E) = α
k
0I + α
k
1E + α
k
2E
2 + αk3τ + α
k
4τ
2 + αk5(Eτ + τE)+
+αk6(E
2τ + τE2) + αk7(Eτ
2 + τ 2E) + αk8(E
2τ 2 + τ 2E2) (7.8)
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ãäå ϕ1, ϕ2 è α
k
j ñóòü ïðîèçâîëüíûå ñêàëÿðíûå óíêöèè ñëåäóþùèõ àðãó-
ìåíòîâ
ϕi = ϕi(Tr(E
2), detE), i = 1, 2
αkj = α
k
j (TrE
2, T rE3, T r(τ), T r(τ 2), T r(τ 3), T r(τE),
T r(τ 2E), T r(τE2), T r(τ 2E2)), k = 1, . . . , r; j = 0, . . . , 8
Äàâëåíèå p âîîáùå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû.
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå
∫
Ω
p(t, x)dx ≡ 0 (7.9)
ãäå Ω - èêñèðîâàííàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â Rn.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:
u(0, x) = a(x), τ k(0, x) = τ k0 (x), x ∈ R
n, k = 1, . . . , r (7.10)
Îáîçíà÷èì η0 =
ϕ1(0,0)
2 . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî η0 > 0, à ϕ1, ϕ2, α
k
j
ñîîòâåòñòâåííî C4-, C4- è C3-ãëàäêèå óíêöèè è
αk0(θ) = α
k
1(θ) = α
k
3(θ) = 0,
∂αk0(θ)
∂Tr(τ)
= 0
(θ îáîçíà÷àåò òî÷êó (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)).
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâà òèïà Ñîáîëåâà
HmV = {u ∈ H
m(Rn,Rn), div u = 0} è HmM = H
m(Rn,Rn×nS ).
Òåîðåìà 7.1. [72℄. Ïóñòü a ∈ H3V , τ
k
0 ∈ H
3
M , k = 1, . . . , r, f0 ∈
L1(0, T ;H
3(Rn,Rn)) ∩ L2(0, T ;H
2(Rn,Rn)). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîí-
ñòàíòà K0 > 0, íå çàâèñÿùàÿ îò T , ÷òî ïðè
‖a‖3 +
r∑
k=1
‖τ k0 ‖3 + ‖f0‖L1(0,T ;H3) < K0
çàäà÷à (7.1)-(7.10) èìååò ðåøåíèå â êëàññå
u ∈ L2(0, T ;H
4
V ) ∩ C([0, T ];H
3
V ) ∩W
1
2 (0, T ;H
2
V )
TH ∈ L2(0, T ;H
3
M,loc)
p ∈ L2(0, T ;H
3
loc(R
n,R))
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Êðîìå òîãî, î ñîñòàâëÿþùèõ òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ èí-
îðìàöèÿ:
σs + pI ∈ L2(0, T ;H
3
M) ∩ C([0, T ];H
2
M) ∩W
1
2 (0, T ;H
1
M)
σp, τ k ∈ L∞(0, T ;H
3
M) ∩ C([0, T ];H
2
M) ∩ C
1([0, T ];H1M)
k = 1, . . . , r
Ýòî ðåøåíèå åäèíñòâåííî â ýòîì êëàññå.
Åñëè f0 ∈ L1(0,+∞;H
3(Rn,Rn)) ∩ L2(0,+∞;H
2(Rn,Rn)) è
‖a‖3 +
r∑
k=1
‖τ k0 ‖3 + ‖f0‖L1(0,+∞;H3) < K0
òî çàäà÷à (7.1)-(7.10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â óêàçàííîì êëàññå ïðè
âñÿêîì T > 0.
8 Î íåðåøåííûõ ïðîáëåìàõ
Îñíîâíûå íåðåøåííûå ïðîáëåìû ïî çàäà÷å (0.2),(0.4),(0.5),(2.18) ìîæíî
óñëîâíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû: a) ïðîáëåìû, èìåþùèå àíàëîãè÷íóþ íåðå-
øåííóþ ïðîáëåìó äëÿ ñèñòåìû Íàâüå-Ñòîêñà
1
, è á) ïðîáëåìû, õàðàêòåðíûå
ñóãóáî
2
äëÿ (0.2),(0.4),(0.5),(2.18).
Ê ïåðâîé ãðóïïå îòíîñÿòñÿ ïðîáëåìà ñèëüíîé ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, ïðîáëåìà ðåãóëÿðíîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé, ïðî-
áëåìà åäèíñòâåííîñòè ñëàáûõ ðåøåíèé, îöåíêà õàóñäîðîâîé ðàçìåðíîñòè
òðàåêòîðíûõ è ãëîáàëüíûõ àòòðàêòîðîâ
3
(âñå ýòè çàäà÷è òðåáóþò ðåøåíèÿ
áåç îãðàíè÷åíèé íà êîýèöèåíòû, âíåøíþþ ñèëó è íà÷àëüíûå äàííûå).
Âàæíî, ÷òî äëÿ Íàâüå-Ñòîêñà ýòè çàäà÷è àêòóàëüíû ïðè n ≥ 3, à äëÿ
(0.2),(0.4),(0.5),(2.18)  ïðè n ≥ 2.
Â ðàìêàõ âòîðîé ãðóïïû âàæåí áëîê çàäà÷ î ïîñòðîåíèè õîòü êàêèõ-
íèáóäü îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è è ýâîëþöèîí-
íîé
4
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, à òàêæå çàäà÷à î íàëè÷èè ïåðèîäè÷åñêèõ
ïî âðåìåíè ðåøåíèé, âñå  áåç îãðàíè÷åíèé íà êîýèöèåíòû, âíåøíþþ
1
Õîòÿ ïîòåíöèàëüíî ðåøåíèå òàêîé ïðîáëåìû ìîæåò áûòü îñíîâàíî íà ñâîéñòâàõ "âÿçêîóïðó-
ãîé"ïðîáëåìû, íå ñâÿçàíî ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîáëåìàìè äëÿ Íàâüå-Ñòîêñà è ìåòîä åå ðåøåíèÿ
íå îáÿçàòåëüíî ïîäîéäåò äëÿ Íàâüå-Ñòîêñà.
2
Ò.å., êàê ïðàâèëî, àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìà äëÿ Íàâüå-Ñòîêñà ðåøåíà.
3
Íàëè÷èå êîòîðûõ ïîêà íå óñòàíîâëåíî.
4
Âêëþ÷àÿ âîïðîñ (ñì. ï.3) î ïðîâåðêå ñïðàâåäëèâîñòè ðåçóëüòàòîâ [53℄ â êîðîòàöèîííîì ñëó÷àå (3.2).
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ñèëó è íà÷àëüíûå äàííûå. Äëÿ ýâîëþöèîííîé çàäà÷è ðå÷ü èäåò î ãëîáàëü-
íûõ ïî âðåìåíè ðåøåíèÿõ. Â ñëó÷àå óñïåøíîãî (äàæå ÷àñòè÷íîãî) ðåøåíèÿ
çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé âñòàåò âîïðîñ î ïîñòðîåíèè
ëþáûõ, ïóñòü îáîáùåííûõ, àòòðàêòîðîâ è/èëè èíåðöèîííûõ ìíîãîîáðàçèé
(î ïîñëåäíåì ïîíÿòèè ñì. [70℄).
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